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ZUSAMMENFASSUNG

Im Rahmen des Formalismus einer nicht—perturbativen eraRenormierungsgruppen-
gleichung wird das Phanomen der chiralen Symmetriebreghuder mesonischen Physik
untersucht. Als effektive Theorie dient das lineare Quddson Modell, dessen Herleitung
skizziert wird. Fur zwei Quark Flavor wird eine TrunkiegiderO(4) symmetrischen mitt-
leren effektiven Wirkung angegeben, aus der die Flusdyleigen abgeleitet werden. Die-
se Gleichungen weisen ein partielles Fixpunkt—Verhaligh @as dem Modell ein hohes
Mafld an Aussagekraft verleiht. Strategien zur numerischisuhg der Gleichungen und
deren Probleme werden diskutiert. Die Ergebnisse, untigram die Vorhersage der Mas-
se derc—Resonanz, sind eine wichtige Grundlage fur die Untensongldes realistischen
Falles dreier Flavor und damit des Phasendiagrammesdi@GD.

CHIRAL DYNAMICS IN STRONG INTERACTION PHYSICS
AND THE LINEAR QUARK—MESON MODEL

ABSTRACT.

We examine the phenomenon of chiral symmetry breaking angtmteraction physics at
scales where the light mesons form. For this we use the fsmaif a non—perturbative
exact renormalization group equation. We sketch the devivaf the effective theory for
this phenomenon, called the linear—-quark—meson modetwepgquark flavors we present
a truncation of th& (4)—symmetric effective average action, and derive the flovagqns
from it. They inhibit a partial fixed—point behaviour thatts to great predictive power
of the model. Strategies for numerically integrating thevflequations and consecutive
problems are discussed. The results include the prediofitire mass of the—resonance,
which presents a sound foundation for further exploratibtine three flavor case and the
QCD phase diagram.
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Abbildung 1: Starke Kopplungskonstantg¢?) in beliebigen Einheiten

1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die mikroskopischedrteeder starken Wech-
selwirkung. Sie beschreibt die Dynamik der Teilchen, ausededie Hadronen (Proton,
Neutron,. . .) aufgebaut sind: die Quarks und deren AustauschteilcherGldionen. Die
Gultigkeit der QCD konnte bisher in vielen Experimentendeucksvoll belegt werden.
Zu den wichtigsten Nachweisen gehort die Bestimmung vorki¥igsquerschnitten in
Teilchenkollisionen an modernen Beschleunigern. Sieere@jne hohé&Jbereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment in Energiebereichen 2wisdGroRenordnungen von
etwal bis einigenl00 GeV.

Die QCD hat im Gegensatz zur Quantenelektrodynamik (QEPHigenschaft, dass
die Kopplunga, zwischen den Quarks mit abnehmendem Impulstibertrag diehéa
stark anwachst (dargestellt in Abbildung 1). WahrendKiiaft zwischen zwei Elektro-
nen mit wachsendem Abstand immer kleiner und schlieRlidkedautend wird, gilt fur
die Quarks gerade das Gegenteil. Entfernen sich zwei Quwarienander, so wachst die
Kraft zwischen ihnen bis genug Energie vorhanden ist, nailehen aus dem Vakuum
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zu produzieren: in der Natur ist bisher noch kein freies ®uobachtet worden. Dieses
Phanomen ist al€onfinemenbekannt. Dies ist eine Ursache fur die Schwierigkeit, eted
renergetische Phanomene theoretisch zu beschreiberusrdbafundamentalen Theorie
der QCD abzuleiten.

Die beste theoretische Beschreibung der Wechselwirkungchen sogenannten ele-
mentaren Teilchen ist durch eine nicht—abelsche Eiclifelnlie gegeben, zusammenge-
fasst im Standardmodell der Teilchenphysik, wovon die QQ@iere Teil darstellt. Zur
Berechnung von GroRRen im Standardmodell, also zum BeiSgiikungsquerschnitten
oder Zerfallsraten, ist man in den meisten Fallen auf Nagen angewiesen. Das er-
folgreichste systematische Verfahren, die StorungsibéBerturbations—Theorie), konnte
in der QED unter anderem bei der Berechnung des anomalenetisdren Moments,
grol3e Erfolge verbuchen. Das lag daran, dass man die gesuGhndRen in der elektro-
magnetischen Kopplungskonstante entwickeln konnte. Wéges (kleinen) Wertes ist
eine schnelle Konvergenz gesichert. Dieses Verfahrentifumkrt auch dann noch sehr
gut, wenn man an der Dynamik der starken Wechselwirkung ddeeh Impulstibertragen
interessiert ist, versagt jedoch im Bereich von EnergiedenGrofRenordnung unterhalb
von 1 GeV. In diesem sogenannten nicht—perturbativen Regime istenameder darauf
angewiesen, andere kleine Parameter zu finden, nach dehetisigewiinschten Grof3en
entwickeln lassen, oder neue Verfahren einzusetzen. @neeste Methode ist die Git-
tereichtheorie, bei der die Lagrangedichte auf einem Gitiskretisiert wird und der Git-
terabstand am Ende der Berechnung zum Verschwinden gelriadhDer Nachteil dieser
Methode ist, dass sie einen enormen rechentechnischersAdfunter Einsatz leistungs-
starker Computer erfordert.

Wir wollen in dieser Arbeit zeigen, wie es moglich ist, tietische Vorhersagen uber
den Energiebereich zu machen, an dem sich leichte gebuhdenenische Zustande for-
men, der also perturbativ nicht zuganglich ist, ohne dikevbheorie der QCD einzube-
ziehen. Experimentell stellen wir fest, dass die element&reiheitsgrade auf einer Skala
von einigent 00 MeV nicht die Quarks und die Gluonen, sondern leichte Hadroimeh Es
liegt daher nahe, eireffektiveT heorie fur diese Freiheitsgrade zu finden und als Grurdlag
fur weitere Untersuchungen zu verwenden. Leider ist dsebisicht moglich, die Dyna-
mik dieser Freiheitsgrade aus der QCD bei hohen Impulsidgen direkt zu berechnen.
Doch kann — und wird — die Symmetrie des TeilchenspektrurhdeuSkala von einigen
100 MeV als Bauplan einer effektiven Theorie der starken Wechskelng dienen, die die
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wesentlichen Ingredienzien der vollen Theorie fur dieddstichung der Physik leichter
Mesonen beinhaltet. Als Bauplan des sogenanhiteraren Quark—Meson Modellsird
die chirale Symmetrie dienen.

Wichtige Eigenschaften der QCD bei endlicher Temperatur emdlicher Baryonen-
zahldichte lassen sich mit dem linearen Quark—Meson Madetlieren [1]. Das hangt
damit zusammen, dass die chirale Symmetrie bei grofRen Tatpen (naherungswei-
se) wieder restauriert wird. Experimente mit Schweriomdigionen sollen in sehr na-
her Zukunft Daten Uber Phasenuibergange im Quark—Gliesnf liefern. Am 13. Juni
2000 wurden erste (inoffizielle) Erfolgsmeldungen Uber Betrieb des Schwerionen Col-
liders RHIC gemeldet. Daher ist es von grof3em InteresseRldasendiagramm der QCD
theoretisch zu kennen, um Vorhersagen Uber die ExistetnZAurvon Phaseniibergangen
zu machen. Diese stellen einen wichtigen Test der QCD dardlgser Herausforderung
gewachsen zu sein, ist eine grundliche Untersuchung gieegneten Modells bei ver-
schwindender Temperatur von Noten. Diese Arbeit will aiBeitrag zur Vorbereitung auf
diese Aufgabe leisten.

1.2 Uberblick

Ein Uberblick Uiber die Vorgehensweise dieser Arbeit moge tleser die eingehendere
Auseinandersetzung mit dem Thema erleichtern.

Wie wir bereits angedeutet haben, sind wir bei der Untensagivon Phanomenen der
starken Wechselwirkung in dem uns interessierenden Egtsggich auf nicht—perturbative
Methoden angewiesen. Im ersten Kapitel stellen wir eineantgnfeldtheoretischen For-
malismus vor, der fur unser Problem geeignet erscheinbeuht auf dem Konzept der
mittleren effektiven Wirkung, der Erzeugenden der 1Pl-€aieFunktion mit einem geeig-
neten Cutoff—-Term fur die Impulse der Felder. Dieses Kphgeellen wir in Abschnitt 2.1
vor. Eine (klassische) Theorie, die an einer Skaldurch eine Wirkund', beschrieben
ist, lasst sich dann durch Variation des Cutoffs sukzessach kleineren Skalen fortset-
zen. Man nennt dies das Ausintegrieren von Quantenfluktuenti. Die Gleichung, die die
Variation der Wirkung nach dem Cutdff= Ae! beschreibt, ist diexakte Renormierungs-
gruppengleichung

0 — 1 1 0
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wobeiR;, der Cutoff-Term ist undi“,(f) die zweite funktionale Ableitung nach den Feldern
darstellt. Die Evolutionsgleichung (1.1) ist ein zentsalféerkzeug der Untersuchung dieser
Arbeit. In Abschnitt 2.2 zeigen wir ihre Herleitung fur teeskalare und chirale fermioni-
sche Felder. Die Quantenfeldtheorie zu l6sen, bedeutiri®prache dieses Formalismus,
die Evolution der mittleren effektiven Wirkung, von k£ = A nachk — 0 zu verfol-
gen. Fur die volle Wirkung ist dies im allgemeinen unmd@lglidoch erlauben geeignete
Ansatze, zum Beispiel Entwicklungen in den Kopplungenkkdder, eine Transformation
der funktionalen Gleichung (1.1) in partielle Differergjeeichungen (fur die Kopplungen).

Als Bauplan fur eine effektive Theorie zur Untersuchung Beergiebereichs von eini-
gen100 MeV wird die chirale Symmetrie dienen. In Abschnitt 3.1 eréatwir die Bedeu-
tung der chiralen Symmetrie in der QCD und zeigen, dass dgrentane Brechung das
Teilchenspektrum der leichten Hadronen (naherungsweesa die Quarks haben nicht—
verschwindende Massen) erklaren kann. Dies ist die Midirdlr die Suche nach einer
effektiven Theorie fur die Dynamik leichter Mesonen. It &rache der Renormierungs-
gruppe wird in Abschnitt 3.2 eine phanomenologische Hieirig deslinearen Quark—
Meson Modellgegeben, die durch numerische Berechnungen gestitztbieaentralen
Ideen bei dieser Herleitung sind das Ausintegrieren derrgchen Freiheitsgrade und die
EinfUhrung von zusammengesetzten Feldern. So erhaltemareffektive Wirkung an der
sogenannt€ompositeness—Skalder Skala, an der sich leichte Mesonen zu formen be-
ginnen. Diese Wirkung wird der Ausgangspunkt fur die weiteUntersuchungen.

Eine Analyse des linearen Quark—Meson—Modells fur die iehten Flavor (up,
down, strange) ist sehr aufwendig, da das mittlere effekiotential, an dem man die
Symmetriebrechung ablesen will, eine Funktion vom Cukoffnd vier Symmetrieinva-
rianten derSU(3) x SU(3) sein wird. Daher ist es sinnvoll, zunachst den Fall zweier
Quark—Flavor zu untersuchen. Eine lokale Isomorphie istatand dafir, dass die Felder
dann in eine0(4) symmetrischen Darstellung geschrieben werden konnes Potential
hangt nun mehr nur von einer Invarianten und dem Cutoff &b.deén Fall von drei Fla-
vor wurde gezeigt, dass sich das volle Potential in Funktiovon eben genanntem Typ
trunkieren lasst. Das ist eine weitere Motivation fureegenaue Untersuchung des Falles
zweier Flavor. In Abschnitt 4.1 geben wir eine gegenubshéiigen Arbeiten verbesser-
te Trunkierung der mittleren effektiven Wirkung an. Aussie werden in Abschnitt 4.2
schlie3lich die Flussgleichungen abgeleitet. Dies siedGleichungen, die die Evolution
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von k = A nachk — 0 beschreiben. In Abschnitt 4.3 diskutieren wir die Losumnesdr
Gleichungen qualitativ. Dabei findet man ein partiellegeikt—\Verhalten, das dem Mo-
dell ein hohes Mal3 an Aussagekraft verleiht. Das lassehofiass sich dieses Verhalten
auf den Fall dreier Flavor Ubertragen wird. Da eine stredgdeitung des Modells aus
der QCD nicht moglich ist, muss man die relevanten Paranuete Modells aus phano-
menologischen Grol3en bestimmen. Hiermit beschaftigenns im letzten Abschnitt des
Kapitels.

Zentral fur die quantitative Untersuchung des linearemr®@uMeson Modells ist die
Gleichung fur das mittlere effektive Potentid],.. Diese ist im Falle zweier Flavor eine
nichtlineare partielle Differentialgleichung in zwei wie&ngigen Variablen. Wie bereits
erwahnt, werden im Falle dreier Flavor solche Gleichungech im Mittelpunkt der me-
thodischen Untersuchung stehen. Daher ist es unerlasStefahren zur Losung dieses
Typs von Gleichung zu entwickeln. Aufgrund starker Inditdien erweist sich diese Auf-
gabe als nicht—trivial. Weitere Probleme hierzu werden bséhnitt 5.1 diskutiert. Eine
neue Strategie, die auch im Falle dreier Flavor erfolgwexdpend erscheint, und laufende
Arbeiten werden in Abschnitt 5.2 erortert.

Es sei an dieser Stelle erwahnt, dass die numerischendugterngen fur eine grof3e
Anzahl von Anwendungen des Formalismus der exakten Reroungsgruppe von Wich-
tigkeit sind: Helium—3 und 4, Hubbard Modell und vieles mekus diesem Grund geht
diese Arbeit besonders auf eine Weiterentwicklung nurokeisMethoden ein.

Abschlie3end werden einige quantitative Ergebnisse derenischen Analyse in Ab-
schnitt 5.3 prasentiert und diskutiert. Ein wichtigeutéin fur das Modell und weitere
Untersuchungen wie die QCD—-Phasen ist die Masserdé@silchens, fur die wir einen
Wert von400 bis 600 MeV finden. Dies ist unter anderem direkt mit experimentellen Da
ten vergleichbar: neue Experimente zur genaueren Bestimgrwurden vorgeschlagen [2].
Nach Einbeziehung des strange Quark in die Analyse sind thecinetisch genauere Wert
zu erwarten.

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf eine moglichts€tzung beschlie3en
die Arbeit.
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2 Die exakte Renormierungsgruppe

Zur Untersuchung der niederenergetischen Phanomenea iQ@B benodtigen wir einen
nicht—perturbativen Ansatz, der es erlaubt, von der Skesastbrungstheoretisch zugang-
lichen Regimes zu dem Bereich zu gelangen, bei dem sich Mesfmmmen. An dieser
Skala ist eine perturbative Beschreibung wegen der groGiregenden Kopplungen of-
fensichtlich nicht mehr zulassig.

In diesem Kapitel erlautern wir das Konzept der effektinattleren Wirkungl', [3, 4,
5] und deren Skalenabhangigkeit, die durch eine exakt®fR@arungsgruppengleichung
[6] beschrieben wird. Die blof3e Existenz dieser exaktencBlang ist aufgrund ihrer ma-
thematischen Kompliziertheit noch keine Hilfe. Die Sturkdler Gleichung und ihr&hn-
lichkeit zu storungstheoretischen Ansatzen erlaubtbes, gjeeignete Trunkierungen der
mittleren effektiven Wirkung zu finden, die zu approximatM_-osungen fuhren.

Wir zeigen die Konstruktion einer mittleren effektiven Wang fur skalare und fer-
mionische Felder. Das Kapitel endet mit einigen wichtigem@rkungen zur Struktur der
exakten Renormierungsgruppe.

2.1 Die mittlere effektive Wirkung

Unser Ziel ist es, eine skalenabhangige Wirkung zu deéniedie zwischen der klassi-
schen (mikroskopischen) Wirkung und einer effektiven (roakopischen) Wirkung, aus
welcher alle Quantenfluktuationen ausintegriert sindnterpolieren:

Die volle Losung der Quantenfeldtheorie entspricht dahigKkeit, den Flusé — 0 zu
verfolgen. Alternativ kann man auch ein ModE|{ an einer Ultraviolett—SkalA mit der
mikroskopischen Wirkung' identifizieren. In diesem Fall sind effektiv keine Impulse u
terhalb vonA in dem Modell beriicksichtigt, solange= A. Dieser Denkweise werden wir
bei der Herleitung des linearen Quark—Meson—Modells flesen begegnen.

Als erstes addieren wir zur klassischen Wirkung einen tofreCutoff Term fur reelle
skalare Felder und chirale Fermionen hinzu. Mit diesen éfeldverden wir im linearen
Quark—Meson—Modell arbeiten.
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Wir formulieren die Cutoff—Terme geeigneterweise im Inggalm. Debosonische Cutoff—
Term hat die Form eines Massentermes in der Wirkung, wahei (¢?) fur ¢* > k? ver-
schwinden und fuig? < k2 proportionalk sein soll. Das bedeutet, dass alle Fourierkom-
ponenten der Felder mit Impulsen, die grol3er als die lafr&kalak sind, eine effektive
Masse~ k erhalten und schlie3lich entkoppeln. Hingegen sind dieehdimpulsmoden
nicht von Ry, 5 betroffen. Damit nimmt der bosonische Term folgende Form an

ASI6) = 3 | e Rl ~0)6"(0) 3

Es gibt viele MoglichkeiterR, 5 zu wahlen [7]. In dieser Arbeit verwenden wir die fur
numerische Untersuchungen nitzliche Form

2 —q?/k>
 Zypgte T/

Ry p(q*) = 1o (2.4)

Um die Invarianz physikalischer Grof3en unter Skalierueg Eelder zu gewahrleisten,
muss in diesem Ausdruck die Wellenfunktionsrenormierdpg eingefuhrt werden. Die-
se Notwendigkeit wird bei der spateren Untersuchung desdglleichung, also der Ska-
lenabhangigkeit der mittleren effektiven Wirkung, nodarkr.

Die Wahl derfermionischen Cutoff-Funktion [8, 9] lasst sich bis auf einige Unterschiede
analog zum bosonischen Fall durchfuhren. Chirale Ferenidassen keinen Massenterm
zu. Um die chirale Symmetrie zu erhalten, muss die Cutoffikiian die selbe Lorentz-
struktur wie ein fermionischer kinetischer Term besitzex,. ~ ¢, sein. Ausserdem
sollte sie fiirg> — 0 proportional zum Cutoff sein, damit die Beitrage fiy? < k2
entkoppeln. Das Ergebnis nach [8, 9] ist

Duselo T = [ 0 Zusdre () 000 @25

mit R, r = Zy 1 rr. In praktischen Rechnungen tritt haufig die Kombination
Pr=q¢ (1+7p) (2.6)

auf. Pr ist bis auf die fermionische Wellenfunktionsrenormierugeyade der quadrati-
sche inverse Propagator fur ein freies masseloses Feiminwesenheit eines Infrarot-
Cutoffs. In dieser Arbeit wahlen wir fuP- die fur numerische Untersuchungen gunstige

Form:
q2
Pr = ) (2.7)

1 —exp {—i—z}
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Die Einfuhrung dieser Cutoff-Terme entspricht der Regsikrung der Theorie.

Von der klassischen Wirkung gehen wir zum erzeugenden kamd{tder zusammenhangen-
den GREEN Funktionen Uber. In der Sprache der statistischen Phgsidais der Logarith-
mus der groRBkanonischen Zustandsumme in Anwesenhegraus®lder/, K und K:

WilJ, K, K] = InZ[J, K, K]

= 1n/D¢D¢D@exp — Sklo, ¥, ¥

b [ @) K@ - TR 0] | @

wobeia bzw. j hier die internen bosonischen bzw. fermionischen Fresbegide (wie Fla-
vor, Color, etc.) nummeriert. Alle Spinorindizes wurdegrhiinterdrickt.
Mit der effektiven mittleren Wirkung bezeichnen wir in degsArbeit die Legendre-

transformierte voml’;[J, K, K] abzuglich der Abschneideterme, also das erzeugende Funk-
tional fur die 1PI-GREEN Funktionen:

D0, 0.0 = W,/ KK+ / d' [T ()3 (2) + K (2)¥(z) — U(2)K ()]
— ARS[P] — AySp[Y, V] (2.9)
wobei die sogenannten klassischen Feld@tc. gegeben sind durch die Erwartungswerte

der mikroskopischen Felder etc. in Anwesenheit der ausseren Felder und der Cutoff-

Terme:
Wi [J]

P(q) = AR (0"(9))

SWilJ, K, K
v = TEZTE — (v) 210)
V() = % = (¥(9)) -

Zu den Konventionen zur Fouriertransformation und denfionialen Methoden siehe An-
hang C. Fur unsere Wahl der Cutoff Funktionen sind in derobege Anspriiche an die
mittlere effektive Wirkung gewahrleistet:
llglir(l)Rk(q )=0 = zlﬂér’“ =T

klim Ri(¢®) =00 = klim ['py=29 (2.11)
Fur die Zwecke dieser Arbeit konnen wir auf weitere Detaill diesem Thema verzich-
ten. Einzelheiten zum Konzept der mittleren effektiven kifirg entnehme der Leser den
umfassenden Arbeiten [7] oder [1].
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2.2 Die exakte Renormierungsgruppengleichung

Wir wollen nun die Herleitung der exakten Renormierungpgangleichung fur reelle ska-
lare Felder und chirale Fermionen skizzieren. Das bededasts wir diek Abhangigkeit
der effektiven mittleren Wirkung berechnen wollen. Skafifihren wir die nuitzliche Grol3e
t = In(k/A) ein, wobeiA die im letzten Kapitel eingefuihrte Ultraviolett—Skala. igur
Vereinfachung der Darstellung wollen wir dazu nur je einlates und ein fermionisches
Feld betrachten (Dies bedeutet lediglich, dass die inteiméizes unterdriickt werden):

O Thlows = —0 Wil xm+ / d'z [(0,7)® + (0F)¥ — (0,T)K|
~ O AS[®] — 9,A,SF[W, 7] (2.12)

Die 0,—Ableitung wirkt nur auf den am nachsten rechts stehendem Tinter dem Integral.
Die Quellen hangen uber

W=
STL[®, W, U
K(g) = _W
K(q) = ——‘5F’“£’(‘q1’)’ vl (2.13)
von k ab. Dabei gilt
Ty[®, U, U] = [} [@, U, U] — AS[®] — ALSp[V, T (2.14)
Werten wir diese Abhangigkeit in (2.12) weiter aus, so kemawir
d 2 d 2
ori=3 | G\ e o} | e e }15)

wobei wir zur Verdeutlichung die Spinorindizes wieder amgeht haben. Die Cutoff—
Funktionen sind im vorangegangenen Kapitel definiert. mhsten Schritt versuchen wir
einen Zusammenhang zwischién undT,, herzustellen. Dazu berechnen wir

0P(q) 0V(q) 0W(q) IP(q)
0D (q")" 0W(q")" oW(q")" OW(q")’

(2.16)
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wobei wir wieder die implizite Abhangigkeit der Felder haten Quellen zu berticksichti-
gen haben. Wir erhalten schliellich folgende Struktur:

2 2 2 ~(2 ~ (2 ~ (2
o (e W W (e e T
o "
o B el B B S
Wk,FB _sz,FF _Wk7ﬁ Fk,FB ka? Fk,FF

(2.17)
Der IndexB steht fur eine funktionale Ableitung nach dem skalarer elnd entspre-
chendF bzw. F fur eine Ableitung nach dem fermionischen bzw. antifemisochen Feld
U bzw. ¥. Zum Beispiel gilt:

k5B Q4 5O(—q)0®(q')
a 6T
(2) ! _ k
[Fk,Bf(q 4 )} 5 D(—q)0T,(q)
5%,

(2.18)

F(2)_ INE: — —
[ k;,FF(q’q)}a U (—q)oWs(q")

Wir nennen die Matrix mit den Eintragdn einfachf,(f). Dieses Objekt ist im allgemei-
nen eine Matrix im Impuls-, Flavor-, Color-, Spinor- und déer eingefiihrten Boson-
Fermion-Antifermion Raum. Wir erhalten
2 =(2)\ 1
Wik = (),
@ _ P2 !
wee = = (7)., (2.19)

Setzen wir das nun in Gleichung (2.15) ein und schreiben

r® —r® 4+ R, (2.20)
wobei
Rep 0 0
Ri = 0 0 —Rir (2.21)
0 Rir 0
so erhalten wir als gewlinschtes Ergebnis die exakte Reeamgsgruppengleichung
— 1 1
8tFk[<I>, \I/, \I/] = —Tr ( @) — ) atRk,B
2 07,0, 0] 4+ R/ g

1
— Tr < @) — ) 8tRk7p
L0, U, U] + R/ 55

1 1
= —-TIr — IR 2.22
2 {<F,§2)[<I>,\D,\D]+Rk> : '“} (.22)
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Die Spur in dieser Gleichung steht symbolisch fur die Sutionaiber alle internen Frei-
heitsgrade: Impulse, Spinor—, Flavor—, etc. Indizes:

= / (;lwq)d 2

Indizes

Diese Gleichung stellt das zentrale Werkzeug fur die fotpa physikalischen Untersu-
chungen dar. Bevor wir diese aber im nachsten Abschniihbeg, wollen wir einige all-
gemeine Bemerkungen zu dieser Gleichung und ihrer Anwehkdibanachen.

2.3 Bemerkungen zur exakten Renormierungsgruppe

Wie in der Einleitung dieses Abschnittes bereits angedésitdie Tatsache, dass die Glei-
chung (2.22) exakt ist, an dieser Stelle noch ohne groReriBe®ie stellt eine funktio-
nale Differentialgleichung dar, tber deren allgemeisharkeit wenig bekannt ist, Uber
deren Struktur hingegen schon. Gleichung (2.22) lasktisi¢orm einer 1-Loop Glei-
chung darstellen:

o'y = % (2.23)
wobei
X = ORu
und derk-abhangige volle Propagator gegeben ist durch

@ = (F](f) + Rk)_l .

DerUbergang vom klassischen Propagator in Anwesenheit desdnCutoff-Termg S+
R;)~" zum vollen Propagator stellt also defbergang von einer 1-Loop Naherung zum
vollen Problem dar! Auf der rechten Seite von (2.22) sinddtéd) hohe Loop—Ordnungen
beinhaltet. Es scheint also aussichtslos, das ProblenesedFormulierung zu losen.



2.3 Bemerkungen zur exakten Renormierungsgruppe 15

Dies ist aber doch moglich, wenn man geeignete Ansatatidieffektive mittlere Wirkung
finden kann. Entwickelt man die Wirkung zum Beispiel nach 8gmmetrie—Invarianten
eines bestimmten Modells (wie wir das spater tun werdeo)erkalt man unendlich viele
gekoppelte partielle Differentialgleichungen in den Eisklungskoeffizienten. Lasst sich
diese Entwicklung in einer geeigneten Form trunkieren, assckinerseits die relevante
Dynamik berticksichtigt wird und andererseits der (nuswre) Aufwand nicht zu grof3
wird, ist man einer Losung bereits etwas naher gekommare E@ogliche Trunkierung
fur ein O(4)—symmetrisches Modell mit der Invariantgn= tr ®'® sieht zum Beispiel
folgendermalien aus:

[[®] = /ddx {Uk(p) + %Zk(p)auéaa%a + iYk(p)aupa“p + 0(64)} . (2.29)

Es soll hier wiederholt werden, dass dies ein nicht—peatiwer Zugang ist, denn die Ent-
wicklungskoeffizienten (zum Beispiel des Potentials, digoKopplungen) mussen in kei-
ner Weise klein sein. In dieser Hinsicht ist die Existenz@kichung (2.22) von ausser-
ordentlicher Nutzlichkeit.

Es ist allerdings schwierig, eine Aussage Uber die Zagsitjkeit dieser oder einer ande-
ren Entwicklung zu machen. Durch die Mitnahme hdherer Ongien lasst sich jedoch
die Konvergenz uberprufen. Wir werden in dieser Arbeieelrunkierung ahnlich (2.24)
verwenden, die gegenuber friheren Arbeiten weitere &@&a@mder Entwicklung bertick-
sichtigt. Wir werden finden, dass sich die Ergebnisse nieht stark verandern, so dass
wir darauf vertrauen, eine gute Trunkierung gewahlt zueimabie Trunkierung ergibt sich
in naturlicher Weise aus phanomenologischrerlegungen und stellt daher einen logi-
schen Ausgangspunkt fr die Untersuchung des Gegenstdieser Arbeit dar.

Die im nachsten Abschnitt naher dargeledtierlegungen lassen es plausibel erscheinen,
den Zugang Uber die exakte Renormierungsgruppe bei dersirthung der mesonischen
Physik einzusetzen. Fir eine ausfuhrlichere Diskusd@mexakten Renormierungsgrup-
pengleichung und ihrer Eigenschaften sei auf [7] verwiesen
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3 Das lineare Quark—Meson—Modell

In diesem Abschnitt verfolgen wir den Weg vom storungstbéschen Regime der QCD
zu der Skala, bei der sich experimentell beobachtbar dieMasbilden [10]. Das daraus
resultierende effektive Modell wird das lineare Quark—blesModell (linearesg—Modell)
genannt. Es beinhaltet als Freiheitsgrade die leichtemk3&ermionische Felder) und zu-
sammengesetzte fermionische Felder (Mesonen), die sdfiattixfeld schreiben lassen.

Zunachst erlautern wir das Konzept der chiralen Symmettie wir als Bauplan fur
die effektive Theorie zugrundelegen. Wir geben eine catal Herleitung einer fur die
Untersuchung der chiralen Symmetriebrechung geeignetguig an, die stark auf den
Ideen der exakten Renormierungsgruppengleichung begshhuss betont werden, dass
diese Herleitung nicht streng, sondern phanomenologyisxtiviert, ist. DieUberlegungen
liefern schliellich die Anfangsbedingungen fiur das IneeQuark—Meson—Modell. Dies
wird der Ausgangspunkt fur die Untersuchungen der folgertdapitel sein.

3.1 Chirale Symmetrie in der QCD

Die mikroskopische Theorie der starken Wechselwirkunglwesbt die Dynamik der Wech-
selwirkung zwischen Quarks und Gluonen. Mathematisch sigdurch eine nicht—abelsche
Eichtheorie mit folgender Lagrangedichte beschrieben:

1
ACQCD = —5 tl"Gw,Gw/
+ Z Z ¢a7’i (ZVHDLJ - ma) wa,j
a=114,7=1
Guw = 0,A, —0,A,—ig[A, A

A

1
N
.
T Qo
ol

nw
Dy, = (0,07 —igAll] i,

wobei A die Gluonenfelder ung die Quarkfelder sind, die durch die starke Kopplung
wechselwirken( ist der Feldstarketensor uddldie kovariante Ableitung. Weiterhin gilt:

a=1,...,N; — Quark—flavor Index
i,7=1,2,3 — Farbindizes zuB-Darstellung deSU(3)
A% — Gell-Mann Matrizen (Generatoren dgt/(3)), « = 1,...,8
v (pu=0,...,3) — Dirac’sche Gamma—Matrizen (alle Spinorindizes sind wirterkt)
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Diese Feldtheorie ist hochgradig nicht—trivial. Bei hoherpulsibertragen lasst sich die
Storungstheorie mit guter Genauigkeit anwenden, jedechagt sie bei kleinen Energi-
en wegen des Phanomens des Confinements. Wir untersudhnemnediae (approximative)

Symmetrie der QCD-Lagrangedichte, um daraus ein effektWedell zu gewinnen, das
auch bei kleinen Energien Berechnungen erlaubt.

Dazu zerlegen wir das Quarkfeld in einen links- und rectsligen Teil:

=19 +Yr (3.1)
wobei -
v = 27510 =Py
Yp = ! z%fﬂ = Pry

P, r Sind Projektionsoperatoren. An der Lagrangedichte (reettbersichtlichkeit halber
nur fur ein Flavor)

1 — . — .
Lqocp = ~3 tr G, G" + )iy Dy + Y gy Dyibr

— Y Mytbg — Mty

erkennt man, dass nur die Massenterme die rechts- und &nkglen Felder koppeln. Im
Falle masseloser Quarks 8,cp daher invariant unter der sogenanntéiralen Symme-
triegruppel,(Ny) x Ur(Ny) mit der Transformation:

Yr — UptYr; Ugr € Ur(Ny)
Y — Upr; Up € Up(Ny) . (3.2)

In der vollen Theorie der QCD ist diese Symmetrie naturhatht exakt, weil Quarks
eine Masse besitzen. Fur die leichten Quarks (up, dowang#) sollte diese Symmetrie
aber naherungsweise realisiert sein, was im Hadronetrsjpelerkennbar sein wird (siehe
unten).

Wie aus dem Experiment ersichtlich, lassen sich die leicH&dronen aber Multipletts
bezuglich der Grupp&Uy (Ny) zuordnen. Diese Tatsache lasst sich durch die Annahme
spontaner Symmetriebrechung erklaren. Wir haben diedhlildung 2 schematisch dar-
gestellt: Die Untergrupp8U. (Ns) x SUr(Ny) wird spontan zwUy (Ny) gebrochen. Die
Ua(1) wird durch eine Anomalie gebrochen, wie sich zeigen |d3as wird uns aber in
dieser Arbeit nicht interessieren.

Nach dem Theorem von@.DSTONE sollte es in einer Theorie mit spontan gebrochener
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SUL(Nf) X SUR(Nf) X Uv(l) X UA(l) = UL(Nf)XUR(Nf)

NS

.

spontan Baryonenzahl  gebrochen durch
gebrochen Erhaltung chirale Anomalie
SUy(Ny) X Uv(1)

Abbildung 2: Die spontan gebrochene chirale Symmetrie d&DQ

SymmetrieSU,(Ny) genauN]% — 1 masselose pseudoskalare Bosonen geben. Wegen der
expliziten Symmetriebrechung durch die Quarkmassenesotlaher im Hadronenspek-
trum N]% — 1 annahernd masselose pseudoskalare Mesonen zu findemnséialle von

zwei und drei Flavor beobachtet man:

e N; = 2: Die drei Pioneng™ und 7 transformieren als Triplett unter déi/y(2)
und haben annahernd die gleiche Masge~ 135 MeV

e N; = 3: Zu den Pionen kommen die vier Kaoneki;", K° und K°, mit My ~
495 MeV und das)-Meson mitm,, ~ 550 MeV, die ein Oktett bezuiglich defUy (3)

bilden.

Diese Hadronen sind wesentlich leichter als der Rest ddgiSpes und vor allem sind sie
leichter als ihre skalaren Partner, so dass sie zweifetsalinGoldstone—Bosonen identi-

fiziert werden konnen.

Der Wollstandigkeit halber wollen wir das gesamte Mesa@pektrum fur zwei und drei
Flavor angeben, denn alle Teilchen werden im Quark—MesaaeMauftauchen:

Ny =2 Pseudoskalare
Skalare
Ny =3 Pseudoskalare
Skalare

+ 0 ./
™, ™, n

+ 0

ay, ag, O

+ .0 . + 0o 70
=, o, n, K¥, K°, K| n

+ 0 *+ «0 o0
Gy, Aq, O, KO 7K0 ; KOafO
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uv Lk

2 1.5GeV Quarks, Gluonen QCD
ko +Mesonen Lineares Quark—
(600-700 - Meson Modell
kysp -Quarks Lineares oder
(~ 400 SO
MeV) YSB nicht-lineares

(Pp) #0 o— Modell

Aoep Confinement
(~ 200
MeV)
IR

Abbildung 3: Die relevanten Skalen der QCD
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3.2 Die effektive Wirkung des Quark Meson Modells

Da wir eine effektive Theorie anstreben, die es uns erlalibtPhysik im Impulsbereich
einiger100 MeV zu untersuchen, benotigen wir ein Verfahren, um von dezdienbaren
perturbativen QCD zu einer Skala zu extrapolieren, bei iéridesonen bilden.

Im perturbativ zuganglichen Regime der QCD, also auf eBlalat > 1,5GeV,
sind die relevanten Freiheitsgrade die Quarks und Gluohefreiner Skala unterhalb von
1 GeV beginnen sich die Mesonen zu formen und die Wechselwirkwigchen Quarks
und Mesonen (YWKAWA —Kopplung) dominiert die starke Wechselwirkung. Untebphaér
Skalak, s, bei der die spontane Symmetriebrechung stattfindet, natertlings die star-
ke Kopplung zu, so dass man die gluonischen Einflisse bealenung am\ qcp, der
Skala, an der Confinement einsetzt, nicht mehr vernaggks&ann.

Wegen ihrer gro3en Konstituentenmasse 0800 MeV entkoppeln die Quarks aber
beik ~ 300 MeV von der Evolution der mesonischen Freiheitsgrade. Da vanon allem
fur die Dynamik der Mesonen interessieren, werden die &$s# der starken Wechselwir-
kung keine allzu grofRe Rolle spielen. Dies wird bei Betranbtder Flussgleichungen im
nachsten Kapitel deutlicher. Fur eine Untersuchung aegiG@ement ist dieser Standpunkt
jedoch ungeeignet. Wir haben deshalb gute Griinde anzwerelttass eine effektive Theo-
rie, welche Quarks und Mesonen als Freiheitsgrade beathalimindest die mesonische
Physik gut beschreibt. Diese Annahme wird im nachsten tébguantitativ verifiziert.

Zunachst wollen wir aber den Weg vom perturbativen BerdehQCD zu einem effekti-
ven Quark—Meson—Modell beschreiben. Eine detailliertecBeeibung findet der Leser in
[10]. Wir wollen hier nur die wesentlichen Schritte kurzéadern. Die relevanten Skalen
der QCD sind in Abbildung 3 zur Verdeutlichung dargestellt.

Mit F,E;QCD)[AH,T, VU] bezeichnen wir die klassische Wirkung der QCD bei der Skala
1.5 GeV, die sich storungstheoretisch zumindest im Prinzip beren lasst. In einem er-
sten Schritt werden nun die Gluonen mit Hilfe einer exaktendmierungsgruppenglei-
chung aus einer storungstheoretisch berechneten Wirkamgplett ausintegriert. Dazu
verringert man den IR-CutofR,, fur die Gluonen nach Null, wahrend der Cutoff fur die
Quarks festgehalten wird. Sukzessive werden dann die @fudarch Losen der Feld-
gleichung fur die Gluonfelder als Funktionale der Qualdde eliminiert. Dies resultiert
in einer nichttrivialen Impulsabhangigkeit des Quarlgagators und in nichtlokalen vier—
und mehr Quark—Wechselwirkungen.

Man behalt in einer zweiten Naherung nur die 4—Quarkwelghigkungen an der Ska-
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la %, bei. Die so erhaltene erkung(QCD [V, U] dient als Anfangswert fur eine weite-
re Renormierungsgruppenrechnung, um in einem zweiteritSetn &, zur sogenannten
Compositeness—Skala zu gelangen. Damit bezeichnen wir die Impulsskala, beiidér s
bereits mesonische Zustande gebildet haben. Es wurdelaim&ierung verwendet, die
die allgemeinste Impulsabhangigkeit erhalt:

Ly[0, 0] = / %Wi(p)%,h(p) [$5° +m™ (p)ys + im™ (p)| Wa(p)

d4
+ 2/( pz) 27T) d(p1 + p2 — p3 — pa)

X )‘I(c (P17P2>P3>P4){[@Z(—Pl)‘l’?(m)} [‘I’ (P4)‘I’ ( P3)}
= [T (=p1) 3 (po)] [Ty (pa) 35T (—pa)| } - (3.3)

Als Anfangsbedingung fU)\,(f') wahlt man den Austausch eines farbgeladenen Gluons
im t—Kanal. Bei der Renormierungsgruppenanalyse )\{S’ﬁ zeigt sich an der Compo-
sitenessskalas, ~ 630 MeV eine Impulsabhangigkeit, die den Austausch von farblosen
mesonische Zustanden darstellt (Bethe—Salpeter Faleamg):

A;g) (p1, D2, D3, 1) = g(p1, P2)G(8)g(P3,pa) + - .. . (3.4)

Dieser Sachverhalt wird schematisch durch einen Feynraphgn in Abbildung 4 veran-
schaulicht. Die obigefberlegungen fithren nun zum dritten und letzten Schritiiich
der Einfuhrung von zusammengesetzten MesonenfelderreaifCdmpositeness—Skala,
was einer Art Variablentransformation entspricht. DiesgelEzung sollte es einfacher ma-
chen, geeignete Trunkierungen fur die von uns angestightersuchung mesonischer
Physik zu finden. Wir geben hier nur das Ergebnis einer l@rgBRechnung [11, 12, 13]
an und erlautern seine Konsequenzen:

~

I, = I'y— %/d‘lx tr (<I>Tj —i—jT(I)) (3.5)

Iy — /d%; Up (@, d1) (3.6)

- {zq)k( )2t [#(0)2(0)] + Zu () Tula)r 9 (q)

v [ a0 <q>(1§75q>ab<p>—1‘2%@;(_@)@1)@_@}.

Die leichten pseudoskalaren und skalaren Mesonen werdeh fharb— neutrale Quark—
Antiquark Zustand@® ~ WZ\I/‘;%, a,b=1,..., N; dargestellt. Sie transformieren gemaf3
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@n(p1) VI (ps3) _ .
1 ’ 7 () ¥ (ps)
—> _____
(I)ba
| » Vi (pa) Gy (pa)
i (p2) Bl (pa) ” ”4
k, = 1.5GeV ks >~ 630 MeV

Abbildung 4: Linkes Diagramm: Beitrag des 1-Gluon Austdescimt—Kanal zum 4—
Quark Vertex an der Skalg, ~ 1.5 GeV. Rechtes Diagramm: skalarer Meson—Austausch
im s—Kanal an der Compositeness—Skiaja~ 630 MeV.

der (N¢, N¢) Darstellung der chiralen Grupé, (Ny) x Ur(Ny):
d — UrdU] . (3.7)

FUrNy = 2bzw.N; = 3 beinhaltet das Mesonfeld gerade die am Ende des letztetef@pi
angegebenen Mesonen.

Der inverse skalare Propagator an der Skalhangt mitG(¢) in (3.4) folgendermaRen
zusammen:

GH(q®) = 2mL, + 2201, (0)° - (3.8)

Dieses Ergebnis fuhrt auf das effektive Mesonpotentiaklpe
Upy = Mg, tr @70 + ... (3.9)

wobei die Punkte durch die in (3.3) gemachte Naherung sigbzifiziert werden kdnnen,
weil dazu hohere Ordnungen beriicksichtigt werden neiassdDie nackte Masse wurde
bestimmt zu

T, ~ 120 MeV . (3.10)

Den Wert fur die Yukawa—Kopplung an der CompositenesstaS¥aalt man aus

ey (=49 —p) = 9(—q,q — p) (3.11)
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was folgendermaRen normiert werden kam;(0,0) = ¢(0,0) = 1.
Die chirale Symmetriebrechung wird erreicht, wenn das Mpstential einen endli-
chen Vakuum—Erwartungswert entwickelt:

(@) =70 ; T A0 (3.12)

Neben dieser spontanen Symmetriebrechung finden wir alobr dia explizite Symme-
triebrechung durch die Quarkmassen im linearen Quellteiedey. Die Quellg berechnet
sich aus der ursprunglichen Wirkung (3.3) zu:

 Zye(0)
77 5(0,0)G(0)

(mab -+ imab) = 2Z@,k¢mi¢diag(mu, my, ms) . (313)

Eine Herleitung dieser Relation findet man in [1].

3.3 Die Compositeness—Skala

In diesem Abschnitt wollen wir wiederholen, welche Form difektive chirale Wirkung
an der Compositeness—Skala hat und wie die Anfangsbedyeguan dieser Skala fur den
weiteren Fluss aussehen.

Dabei werden wir eine weitere Vereinfachung in Kauf nehmerd, zwar werden wir
die Impulsabhangigkeit der Wellenfunktionsrenormigyeim sowie der Yukawakopplung
vernachlassigen. Es zeigt sich, dass diese Naherungsbheralistische Ergebnisse bringt.
Somit haben wir fik < kg folgende mittlere effektive Wirkung:

A

1
- Fk—§/d4xtr((ﬁj+ﬂ®)

Iy = / d4x{zq,ﬁaiwa+z¢,ktr [@(I)T&“(I)} + Uy (@, ®7)

+ R0 (%% 1 _275(@)@;,) \If"} . (3.14)

Hatten wir die Impulsabhangigkeit der vier-Quark WedWwsd#ung bereits in (3.3) ver-
nachlassigt, so ergabe si¢h , = 0. Wir lassen aber an der Compositeness—Skala ein
durchaus nicht-verschwindendes, wenn auch kleffagg, zu. Ausserdem verlangen wir,
dass im effektiven Potential (3.9) keine weiteren Termeraten, die die Symmetrie bre-
chen konnten. Desweiteren haben wir die Normierungsigedigen,, = Zy , = 1. Da-

mit, sowie durch die Festlegung der Quarkmassen sind aléaRder an der Compositeness—
Skalaks festgelegt und wir kdbnnen mit der Untersuchung der chir&gmmetriebrechung
beginnen.
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Was erhoffen wir uns von solch einer effektiven Theorie? Aimen sollte sie spontane
Symmetriebrechung vorhersagen. Dies wird daran erkers#iar dassn; negativ wird
oder allgemeiner, das Minimum des Potentigjssich von Null wegbewegen sollte.

In das Modell ging als wesentlicher Bestandteil die chi&lenmetrie ein. Nach Fixie-
rung der Paramet@lﬁq), ke und den Quarkmassen durch zum Beispiel die Pionzerfaliskon
stantef, = 92.4 MeV, die Pionmasse:, = 135 MeV und der Konstituentenquarkmasse
M, ~ 330 MeV sollten daher keine Aussagen uber die Symmetrierelatianeerwarten
sein.

Wir hoffen aber, dass den Flussgleichungen zumindest eiieldes Fixpunktverhalten
unterhalb der Compositeness—Skala zugrundeliegt, dgs. dias Modell fuc — 0 nur
schwach oder gar nicht von einigen der Anfangsbedingungearggt. In der Tat lasst
sich dies numerisch sowie analytisch (vgl. Kapitel 4.3)eerken. Dieser Tatsache ist es
zu verdanken, dass verlassliche Aussagen uUber die Sytenetdtionen hinaus zu machen
sind.
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4  Chirale Dynamik im Quark—Meson—Modell

In diesem Kapitel wollen wir das lineare Quark Meson Modélldwei Flavor untersuchen.
Zunachst geben wir eine gegeniber bisherigen Arbeitdh Vidrbesserte Trunkierung der
effektiven Wirkung an. Dann wird die Herleitung der Flusgsghungen beschrieben. Diese
Gleichungen weisen ein partielles Fixpunktverhalten da§ fur die Vorhersagekraft des
Modells ausserordentlich wichtig ist. Die qualitativeduing der Gleichungen, bei denen
die sogenannten Schwellenfunktionen eine wichtige Rgilelen, wird diskutiert.

4.1 Trunkierung der effektiven Wirkung

Fur den Fall von zwei Flavor (u und d) konnen wir das Quarksbh—Modell (3.14)
weiter vereinfachen. Da die Massen dgsowie des skalaren Isotriplettg relativ grof3
gegeniiber der Masse der Pionen undaddBesonanz sind, konnen wir sie effektiv von der
Dynamik des Systems entkoppelt betrachten. Fur den FallexvQuarks ist das moglich,
ohne die chirale Symmetrie zu verletzen, denn die chiraleo@eSUL(2) x SUg(2) ist
lokal isomorph zuiO(4). Wir kdnnen also die Darstellung dsiU;,(2) x SUg(2) in zwei
(vektorielle) Darstellungen dep(4) zerlegen:

O = %(a—in') + % (ak+i7rk) Th 4.1)
Die MatrizenT, k = 1,2,3 sind die Ublichen Paulimatrizen. Die Felder dg¢sund ag
Isotripletts konnen aufgrund ihrer grof3en Massen veridasigt werden, so dass nun nur
noch vier Freiheitsgrade, namlich dasind dier Felder, Ubrigbleiben. Ab jetzt bezeich-
nen wir dasO(4)—-symmetrische Feld = (¢1, o, @3, 04) = (0,7, 70, m3). Das effek-
tive mittlere Potential wird in dieser Naherung eine Fumktvon nur einer Invarianten
p=trdl® = (o + w'm).

Wir wollen nun eine allgemeinere Trunkierung der effektiv&irkung (3.14) zulas-
sen, indem wir einen weiteren Term in der Ableitungsentlicy nach den Invarianten
mitnehmen:

1 , 1
no= [d4 {Uk(p) + 5 Za(k) 0,60 6, + {Yalk) 00

S e A I
+Zy(k) ) i@ * + Qh(k) Y (7¢15ab +iy ¢J7_j> lbb} (4.2)
j=2
Diese Form der Wirkung koénnen wir noch einmal umschreilgmn wir nur Fluktua-
tionen linear in den Feldern untersuchen:s= ¢, + x, wobei¢, = const. undy klein sein



28 4. Chirale Dynamik im Quark—Meson—Modell

soll. Entwickeln wir die Ableitung nach Termen linearjrum die konstante Hintergrund-
Feldkonfigurationo, ') = (279, 0), so enstehen zwei unterschiedliche Wellenfunktions-
renormierungen. Der Vakuumerwartungswert des Fefges () (vgl. Kapitel 3.2) gibt
an, wann die spontane Symmetriebrechung einsetzt.

Z,(k) = Zo(k)+252Ya(k) (4.3)

Man sieht, dass sich die beiden Wellenfunktionsrenormigen erst in der gebrochenen
Phase voneinander unterscheiden werden. Der numerisdeestimed zwischen diesen
beiden GrofRen, genauer gesagt ihr Quotient, wird uns sedirbeit interessieren.

Mit Hilfe von (4.3) schreiben wir die Trunkierung in der Formit der wir im folgenden
Verlauf arbeiten werden (wobei wir die Felder nun wieder ¢riitezeichnen):

4
[ da {Uk(p) + %Za(k) 0,00y + %Zw(k) > 0,00,

+Z (k) i " + h( )Y" (vdn abHZWTJ) w"} (4.4)
Jj=2
Nach diesen Voruberlegungen konnen wir die formalen Miefimen fur das Potential
Ui (p), die radiale- und die Goldstone-Wellenfunktionsrenorme, Z,, (k) undZ,. (k), so-
wie die fermionische Wellenfunktionsrenormierufig(k) und die Yukawakopplung (k)
angeben, aus denen wir im nachsten Kapitel die Flussgiegdm extrahieren wollen:

Us(p) = éfk ooe (it = [ d')
0 dp 0°T'

Za(k) T ngilo 8@2 / (27T)d 5¢1(_Q>5¢1( ) vac
1 SELEY:

Zﬂ(k) - g QI%IEO 00)? / 27T d Z 59252 &bl(p) vac
= lim 0 / - gt
T @-00Q2 ) (2m)0 06(—Q)30 ()|,

)

7) (4.5)

_ oz o oI
Zy(k) = N C}LO@@/( 2 )d ”(a%@)ﬁ@“(@)

dd

- 9—d/2 ) D (53Fk
(k) = N. Q,lg'rio/(%)d tr<5¢o(P)5¢a(Q)5@a(Q')

vac
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Die Abkiirzungvac bedeutet die Feldkonfiguration, an der obige Ausdrickgewsrtet
werden:

(¢17 BRI ¢4) = (07 7ri) = (2607 O) (46)
Das Minimum des Potentials liegt bei

= 25+ (4.7)

vac

1
pPo = §¢Z¢z’

4.2 Flussgleichungen fir dag)(4) Modell

Wir werden nun die Flussgleichungen fur die GroRen (4€sgbhnen. Dazu bilden wir die
t-Ableitung auf beiden Seiten von (4.5). Sie vertauscht rait thtegralen und den funk-
tionalen Ableitungen und wirkt schlief3lich direkt altf. Die Abhangigkeit der effektiven
mittleren WirkungI', von der Skala wird durch die exakte Renormierungsgruppenglei-
chung (2.22) gegeben. Details der langlichen RechnurthisidAnhang B zu finden.

Anstelle der Wellenfunktionsrenormierungen werden war it den anomalen Dimensio-
nen und dem Quotient der Wellenfunktionsrenormierungbkaiten, die wie folgt definiert
sind:

d
Ny = —%anw
d
, = ——InZ,
K it
d
. = ——InZ_
g at
Zs

Das Ergebnis stellt ein System von gekoppelten partielfehgewohnlichen Differential-
gleichungen dar, das numerisch integriert werden mussitdarmden wir uns im nachsten
Kapitel eingehend beschaftigen. Um die physikalisch&ision transparenter zu gestal-
ten, gehen wir im Folgenden zu dimensionslosen und renaieni€eldern und Potentialen
uber.

p = ZﬂkQ_dp
ur(p) = k™ Uk(p)
W = 27172k (4.9)

Wir erhalten folgende Gleichungen:

d

%5 = 0(Nx — o) (4.10)
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Fur dasmittlere effektive Potential erhalten wir eine partielle Differentialgleichungin
odert = In(k/kqe) undp:

0
S = —duy+ (d =2+ n,)pu;

1
+  2u4 {313(%; 15 m0) 4 19 (up, + 2puy; 6;10) — 2%“Nclf)F)d(§ﬁh2;77w)}
(4.11)

Diese Gleichung stellt das Herzstiick der folgenden Untdmgngen dar. Um sie zu
|6sen, brauchen wir noch die anomalen Dimensionen undwhkawakopplung, fur die wir
im Folgenden die Gleichungen angeben werden. Weiterhinligilvichtige Abkiirzung

vyt = 24172 0(d)2) . (4.12)

In (4.11) sowie den folgenden Gleichungen tauchen die iredgtA definierten dimen-
sionslosen Schwellenfunktionéh und /)¢ auf. Die Argumente dieser Funktionen sind
dimensionslose renormierte Massen. Die Schwellenfun&tiosorgen dafir, dass grof3e
Massen effektiv von der Dynamik des Systems entkoppele.Bedeutung werden wir im
nachsten Abschnitt naher beleuchten, wenn wir die Flegdguingen losen.

Die anomalen Dimensionenwerden am Minimum des Potentials ausgewertet, d.h.
das Potential und seine Ableitungen sind pet /: u,(j) = u,(f) (p = po) angegeben. Der
Deutlichkeit halber definieren wik = py, ¢, = uj(k), A = u} (k) und X = u}/(x). Mit
diesen Definitionen erhalten wir folgendes Gleichungssyst

4Ud

= 5 {4HA2 mczl,z(gm g9+ 2601, 63 x)
1 1
+ 2%Nch2m£1F)d(§/€h2”r]w) —+ Qg_lNch4/€ mgF)d(ilih’Qanw>} (413)
dvg 2 d
/’70 e 7 {4/§A m470(€ga O) 1’ 1’ /’771-)

+ 4k 3\ + 26N)’ mg ,(0,e4 + 265 1,6 7)r)
1 1
+ 28N.R25 mgF>d(§nh2;w) — 257N, A 5 m(zF)d(Q/ihz;nw)} (4.14)

2v, 1 1
= { 3 Gk, s ) + PG RA 2, + 2605850, |

(4.15)
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Schreiben wir diese drei GroRRen in der Form

Ne = Al - A2777r - A377w (416)
’f]w = A4 — 145777T — Aﬁnw (417)

so erhalten wir nach Auflosen des Gleichungssystems:

A1+ Ag) — AsAy
T U A (1 + Ag) — AsAs
A1(1 + AQ) — A1 A5

(4.18)

Als letztes brauchen wir noch d¥ikawa-Kopplung:

d
1

1
— deh4 {3 1(11:11]3)d(§fih2, €g; 1; Thps 77#) - 1(11:11]3)(1(2

Iih2, €g+ 2KA; 05 Ny, 77#)}
1
b dughts {3A1§F2B>d<§mh2, Egi 13100717
1
—  (BA+2rN) 1(1]5;2B)d(§/§h2, €g + 2KX;0; 1y, Un)}

. 1 1
+ 2u.h5k {31(2]?1]3)(1(5/{]12,59; L0y, M) — ](2];:‘::3)(1(5/6712,69 + 2K\; 5;%,17#)}
(4.20)

Da wir an der Lage vom Minimum des Potentials interessiert,sgeben wir fur diese
Grol3e eine eigene Gleichung an. Das volle Potential b&gtldhie explizite Symmetrieb-
rechung, die von der Quelle in der effektiven mittleren Wing, also den Quarkmassen,
herrihrt:U = U, — 7(®), wobei j k-unabhangig ist. Aus der Bedingur%(po) =0
erhalten wir die Flussgleichung fur deBnimum « (dimensionslos und renormiert):

d K 0
a -9, — 22y 4.21
a” e, + 2/§A{ n e at“’“(“)} (4.21)
wobei
a / ~ ~ 1 1d /
gtk = (= 2)pup+(d = 2+ 1) puy — 2vg {Bug 15 (uj; 15my)

1
B+ 2w 1 (o + 20058 me) — 2N (Sn )}
(4.22)
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Die Flussgleichung fuk lautet also

d dugk
"k = —(d—24n, _ v
" (d=24m)r+ o

+ (3)\ + 2/@)\,)151 (59 + 2,‘4;)\7 6, /’77T) _ Q%Nch? l:(lF)d <

{31 (4 15 01)
!

th2; nw)} (4.23)

Alle hier auftauchenden Schwellenfunktionen sind im Artghandefiniert. Dieses System
von Gleichungen, das auf den ersten Blick hoffnungslos kiaept erscheint, gilt es nun
zu verstehen und zu losen.

4.3 Qualitative Ergebnisse: das partielle Fixpunkt—\Verhdten

Ein wichtiger Bestandteil der Flussgleichungen (4.11)(#i23) sind die Schwellenfunk-
tionen, die im Anhang A explizit aufgefuihrt sind. lhre gaea=orm hangt von der Wahl
der Cutoff-FunktionR,, ab. Die Argumente der Schwellenfunktionen sind die dimamsi
losen, renormierten bosonischen

upy = Up/(Z:K?)
wy +2puy = (U +2pUY) [ (Z:k?)

und die fermionische Teilchenmasse:

%ﬁhz = %pﬁz/(Zikz)

Fur groRe Werte fallen alle Schwellenfunktionen raschrabnahern sich dem Wert Null.
Damit wird das Entkoppeln der Moden mit Impulsen groRerkdlseschrieben, was die
Flussgleichungen nun viel anschaulicher macht. In Abloigdu5.1 und 5.2 sind einige
Schwellenfunktionen exemplarisch dargestellt. ~ An deri¢bieng des Potentials (4.11)
erkennen wir jetzt, dass aufgrund der kleinen WellenfuoridrenormierungZ,, an der
Startskalaks die bosonischen Massen sehr grol3 werden und die Evolutiony@om
fermionischen Beitrag bestimmt werden. Das negative oz vor der fermionischen
Schwellenfunktion bewirkt, dass das Potential vor allemsprung sehr schnell nach
unten gezogen wird, bis es ein Minimum ungleich Null entwitKzur Erinnerung: wir
starten mit einem symmetrischen Potentiak m?p + ...). Die Symmetrie wird gebro-
chen. Zu diesem Zeitpunkt werden allerdings die bosonisthessen klein werden, denn
k wird kleiner und die Steigung des Potentials um den Urspgeid gegen Null. Gleich-
zeitig konnen wir an der Gleichung fur die Yukawa-Koppguablesen, dass deren Wert
rasch kleiner werden wird. Wenn das Modell also eine gutel®esbung ist, sollten sich
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Abbildung 5: Einige Schwellenfunktionen



34 4. Chirale Dynamik im Quark—Meson—Modell

die bosonischen und fermionischen Beitrage kompensienendas Potential sollte sich
nicht mehr weiter entwickeln.

Das eben beschriebene Verhalten lasst sich quantifizierem wir in den Flussglei-
chungen alle bosonischen und gemischt fermionisch—bsslogin Terme vernachlassigen.
Wir betrachten ausserdem ein quellenfreies System, alaekelizites Laufen des Mini-
mums. An der Skalas und unterhalb, aber vor der Symmetriebrechung, ist diegrand
der Anfangsbedingungs < 1 und der physikalischen Vorstellung vom Verhalten des
Systems gerechtfertigt. Diese Naherung ist solange datdie bosonischen Massen grol3
sind. Die Flussgleichungen nehmen folgende Form an:

0 1
ot = —dut(d—2+7) pu — 241242 N\ 4y, léF)d(§ﬁh2) ,
d
—h2 — ﬂhQ
dt 77 Y
N = 20/2+2 Nc%i B2
Ny = 2d/2+2Nc%7lh25—1
ny = 0
d
£(5 = 0(Ne —N0y) (4.24)

Dieses System von Gleichungen lasst sich explizit 10sE5]. Wir erhalten

h2
Rt = Z7'(t) = ! Zy(t) =1

R2(t t 1
ut. ) = e o, [ ane i e e
1

5t) = 1. (4.25)

wobeiu;(p) = u(0, p) das Anfangspotential ist. Das Potential zeigt die erwarkatt-
wicklung: fur ein lineares Anfangspotential (Abbildund yist die Symmetrie bei= —1
bereits gebrochen (Abbildung 7.2). Dies wurde durch dimfenischen Fluktuationen in-
duziert. Wenn, wie im vollen Modell der Fall, auch die bosmhien Fluktuationen bertick-
sichtigt werden, wird die Symmetriebrechung naturlicbhhizum selben Zeitpunkt ein-
setzen. Die Yukawakopplung (Abbildung 8.2) fallt mit gesf3 schnell ab und strebt im
Infraroten auch ohne bosonische Fluktuationen gegen éimestanten Wert. Die bosoni-
sche Wellenfunktionsrenormierung (Abbildung 8.1) saditeo im Anfangslaufen der vol-
len Flussgleichungen einen linearen Anstieg zeigen.
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Abbildung 6: Minimum des vollen Fixpunkt—Potentials= u; — y/p (Ordinate in loga-
rithmischem Mal3stab)

Betrachten wir die Evolution des Minimums des vollen Patdst alsou;, — 71/p, SO er-
kennen wir einen exponentiellen Verlauf. Das Minimum andieh tiber viele GroRenord-
nungen £(t = 0) ~ 10~7), wie in Abbildung 6 deutlich wird.

Die Losung weist ein wichtiges Verhalten auf, das zentratife Aussagekraft des Quark—
Meson—Modells ist. Im Folgenden setzen wir fur den hiediggenden Fald = 4 und
damitv; ' = 3272, Entwickelt man die Losung uri = 0, so erhalt man fiin > 2:

W0 et (O Ne(CUM0 = Dl ) 1y o) (a2

pen) C R w2 on2(n — 2)

Speziell furn = 2 bekommt man:

(2) 1 u§2)(0)

t,0 -

W =1— % (4.27)
h2(t) 1 — g5hit

Das bedeutet, dass alle Anfangswerte der Kopplungen &indd werdendes rasch un-
wichtig werden und.(™ /h?*" gegen einen Fixpunkt strebt. Numerisch sieht man auch, dass
dies typischerweise passiert, bevor déergang von der symmetrischen in die gebrochene
Phase erreicht ist und die Naherung zusammenbricht. Dimg@yswert fir die renormierte



36

4. Chirale Dynamik im Quark—Meson—Modell

Uy

Ug

60 T T T

50

40 +

30

20

0 1 1 1

0 0.05 0.1 0.15
7.1: Anfangspotentiat; (t = 0, p) = m?p

5.08 T T T

0.2

5.06

5.04

5.02

4.98

4.96

4.94

4.92

4.9

4.88 1 1 1

0 0.05 0.1 0.15
7.2: Potentiak, (t = —1, p)

Abbildung 7: Fixpunkt—Potential

0.2

oY



4.3 Qualitative Ergebnisse: das partielle Fixpunkt—\Verhdten 37

0.04 T T T T

0.035 - B

0.03 .

0.025 - .

0.015 - .

0.01 | -

0.005 -

0 1 1 1 1 t

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
8.1: Wellenfunktionsrenormierurig, (t)

100 T T T T

90 1

70

0 1 1 1 1 t

-0.6 -0.4 -0.2 0
8.2: Yukawa—Kopplung(t)

Abbildung 8: Wellenfunktionsrenormierung und Yukawa—iamg in der Fixpunkt—
Naherung



38 4. Chirale Dynamik im Quark—Meson—Modell

nackte Masse hingegen ist nicht zu vernachlassigen, wieana

(4.28)

sieht. Die relevanten Parameter des linearen Quark—MesmeN fur zwei Flavor sind
also auf die Skal&, und die Massen;, beschrankt (neben der Quarkmassg Interes-
sant wird die Frage sein, ob sich dieses Verhalten auf ddwvéaldrei Flavor Ubertragen
lasst.

Es sei an dieser Stelle bereits auf das alternierende \dhvaeiin der Entwicklung (4.26)
hingewiesen, das eine wichtige Rolle bei der numerischdaersachung spielen wird.

4.4 Berechnung der Parameter des Modells

Wie berechnen wir nun die relevanten Parameter des Mod&lis?ler Theorie lassen sie
sich nicht ermitteln, also sind wir darauf angewiesen, sieegperimentelle Messwerte
oder an phanomenologische Daten aus anderen ModelleffitearzuWir brauchen also
drei Werte um die drei relevanten Parameter zu bestimmarztiibieten sich folgende
Zahlen an:

Pionenzerfallskonstante = 92.4 MeV
Pionenmasse:,, = 135MeV
Konstituenten—Quarkmassé, = (300...350) MeV

Da die Konstituenten—Quarkmasse relativ ungenau bestistpknn man alternativ auch
einen Wert fur das chirale Quarkkondenéﬁt@ aus anderen Rechnungen zur Fixierung
verwenden. In der hier verwendeten Trunkierung erhalters

e = 2004,
S )
m?r,k = ZW,IIC/Q b )
00,k (4.29)
Mq,k = hkUO,k>
(o) = —2my, |2 Po0k — ] .

wobeio ;. das dimensionsbehaftete renormierte Minimum des Potemdtaoder genauer

gesagt
ook = k\/K/2 (4.30)
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undhy, = Z;,IC/QZ;,}ﬁk. Damit ergibt sich als Strategie zur Fixierung der Param&ie
Pionzerfallskonstante setzt die Skalafest, wegerk = kqe! einerseits und = f,./v/2x
andererseits. Es bleiben dann noch zwei freie Paramegedudch Variation vomr;, und
m an (4.29) angepasst werden sollen.

Eine echte Vorhersage des Modells ist die Masserddsesons, die in unserer Trunkierung
gegeben ist durch

_2 A
m2,, = (Z;}j 2k 4>\ka§7k> 5t (4.31)

00,k
wobei\, = u}(k) ist. Inr Wert ist ein guter Test fur die Brauchbarkeit desddlbs. Expe-
rimentell [16] findet man einen Bereich von ungefabo MeV < m, ; < 1200 MeV. Bis-
herige Untersuchungen [1] haben gezeigt, dass erst duedBindbeziehung des strange—
Quarks realistische Werte zu erwarten sind. Dennoch it Alvschatzung durch unsere
verbesserte Trunkierung und damit durch den Wertéveime wichtige Vorarbeit zum Test
des Modells.
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5 Numerische Analyse des Quark—Meson Modells

In diesem Kapitel sollen Ansatze fur eine numerischeungsder Flussgleichungen un-
tersucht werden. Zunachst werden die Probleme bei degratien der Flussgleichungen
besprochen. Es stellt sich heraus, dass die Gleichungen eivhen Grad an Instabilitat
besitzen. Dies fuhrt dazu, dass quantitativ exakte Alssagt herkommlichen Verfahren
nur schwierig zu erzielen sind. Alternative Verfahren unca®gien werden erortert und
die Ergebnisse besprochen.

5.1 Numerische Ang&tze und Probleme

Um Uber die vielversprechende qualitative Analyse desalian Quark—Meson—Modells
im letzten Kapitel hinaus quantitative Aussagen zu gewined wir auf eine numerische
Integration der Flussgleichungen (4.10) bis (4.23) angsen. Es handelt sich bei diesen
Flussgleichungen um ein gekoppeltes System einer nielatlen partiellen Differential-
gleichung fur das mittlere effektive Potential, und segbwohnliche Differentialgleichun-
gen fur die Grof3é, die Wellenfunktionsrenormierungefy, Z, und Z,, die Yukawakopp-
lung ~? und das Minimum des Potentiats Als Anfangsbedingung sind das Potential und
alle eben genannten Gro3en an der Skalgegeben: wir haben es mit einem Anfangs-
wertproblem zu tun. Da die Ableitung nach der SkiataIn(k/k¢ ) isoliert auf einer Seite
der Gleichungen auftaucht, konnen wir das System als\A#itgdon auffassen.

Aufgrund der Eigenschaften der Schwellenfunktionen hakiereine Vorstellung fur
das Verhalten der Losung. Die Frage ist, ob sich diesesiaufuinerische Formulierung
Ubertragen lasst?

Bisherige Arbeiten (vgl. [17]) zu rein bosonischen Model{@also ohne die fermioni-
schen Terme in den Gleichungen) legten es nahe, folgendeeDserung der Flussglei-
chungen zu verwenden: das Potential wird in der Variaplanf ein Gitter gelegt, d.h. es
lebt auf den Punkten,(p;) (i = 1,..., N mit N =Anzahl der Gitterpunkte). Gleichzei-
tig werden die Ableitungen des Potentials nachus den Werten des Potentials auf dem
Gitter berechnet, zum Beispiel als finite Differenzen (lasdir Arbeit wird ein Polynom
4. Grades durch funf benachbarte Punkte gelegt, weil wir ditedAbleitung bendotigen,
etwa in der Flussgleichung des Minimums). Auf diese Weideehawir die partielle Dif-
ferentialgleichung fur das Potential iv gewohnliche gekoppelte Differentialgleichungen
transformiert. Nun kann man auf Verfahren zur Integratiew@hnlicher Differentialglei-
chungen zuriickgreifen. Bei den bosonischen Modellenitlaesn Runge—Kutta Integrator
mit adaptiver Schrittweitenanpassung als giinstig eewigda er einen guten Kompromiss
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zwischen Genauigkeit und Schnelligkeit darstellt.

Um nun die Evolution des Potentials zu verfolgen, missanuws auf einen geeig-
netenpg—Ausschnitt beschranken, da wir mit dem Computer nur earetlichen Bereich
untersuchen konnen. Hierzu es ist notig, die relevankates in unserem Problem zu ken-
nen: Zur Normierung setzen wir die Compositeness Skala- 1 und machen damit alle
GrofRen dimensionsloks = 1 wird am Ende der Evolution durch die Pionzerfallskonstan-
te bestimmt. Die Numerik wird dann von drei wichtigen Grafkeherrscht, namlich der
Massemy,,, der Wellenfunktionsrenormierung, (im linearen Quark—Meson Modell ist
dieser Wert kleinre 10~*) und dem Wert des Minimums an der Compositeness Skala,
der mit dem Wert der Quarkmasse zusammenhangt. Wir emvatie fruheren Rechnun-
gen etwa folgende GrofRenordnungen (alle Werte sind abrgttiv zur Compositeness
Skala angegeben, die von der Gro3enordrifigvVieV sein sollte, vgl. Kapitel 3.2):

mké ~ 10_1
m =~ 1072

und damits ~ 107

Fur realistische Ergebnisse erwartet man, dass der Weidemums am Ende der Evo-
lution bei10~2 liegt. Deshalb mussen wir versuchen, den Fluss des Pal@ntnimums
Uber viele GrolRenordnungen zu verfolgen. Wir haben adw anterschiedliche Skalen
in unserem Problem. Die Numerik wird hierdurch sehr empiohdfiir Rundungs- und
Trunkierungsfehler in der Diskretisierung. Weiterhinsaén in jedem Integrationsschritt
die Schwellenfunktionen numerisch integriert werden, wot ebenso Fehler eingetragen
werden.

In der Tat hat sich nach genauester Untersuchung gezegs,siich das oben vorge-
schlagene Verfahren hochgradig instabil verhalt. KISti@ungen im Potentialverlauf, die
durch die genannten Fehler induziert werden, schauketnzsienorm groRen Oszillatio-
nen auf und verursachen unsinnige Ergebnisse.

5.2 Neue Strategien zur Integration der Flussgleichungen

Die im letzten Abschnitt angesprochenen Instabilitatemiknen mitunter daher, dass die
Ableitungen des Potentials lokal durch ein Polynom vie@ednung berechnet werden,
was den Oszillationen Nahrung gibt. Ausserdem kommt diebschnitt 4.3 besproche-
ne Komplikation hinzu, dass die Koeffizienten der nach Kapgkn entwickelten Losung
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alternierende Vorzeichen haben. Das fuihrt dazu, dasstsedmn man einen grof3en Aus-
schnitt des Potentials betrachtet, am rechten Rand —algppdRRep — sehr schnell Oszil-
lationen entstehen.

An dieser Stelle kann man sich durchaus eine stabilere Mettiorstellen: Aus allge-
meinen Betrachtungen [7] weiss man, d&s&) > —po, Wobeip, eine positive Konstante
ist. Diese Information konnte man direkt in die Berechnuigg Ableitungen einflie3en
lassen, um die Integration des Potentials zu stabilisigkdseiten hierzu sind im Gange.

Ein anderer Ansatz funktioniert folgendermassen: Da werahalytische Losung fur
den Anfang der Evolution naherungsweise kennen, liedediese Information verwen-
den, um das Anfangslaufen des Potentials zu stabilisi®&ienldee ist, die Differenz der
vollen Losung minus der Fixpunkt—Losung (so nennen wijedit die Losung aus dem
Abschnitt 4.3) in geeigneter Weise zu entwickeln und nuseliéntwicklungskoeffizienten
zu integrieren. Die Vermutung ist, dass diese Differenhingzhr grof3 ist und sich zum
Beispiel durch ein Polynom entwickeln lasst. In der Reéalisng hat sich gezeigt, dass die
Differenz bis zu einer gewissen Skala in der Nahe der Symaheechung in der Tat klein
bleibt, dies aber fur die Koeffizienten des Polynoms nighit §in globaler polynomialer
Ansatz scheint daher nicht unbedingt gerechtfertigt. NitlBauf den Fall von drei Flavor
scheint diese Methode auch nicht allgemein genug. Denn idasiikt—\Verhalten gilt in
diesem Fall als nicht bewiesene Tatsache.

Die auftretenden Instabilitaten kommen — wie bereitsadmt — daher, dass sich kleine
Storungen rasch verstarken. Eine Moglichkeit die Iraéign zu stabilisieren besteht darin,
das Potential in jedem Integrationsschritt zu glatterdass die Oszillationen erst gar nicht
auftreten konnen. In Anbetracht der Regelmafiigkeit dezil@tionen scheint dies plau-
sibel. Wie ist das moglich? Angesichts des erwartetenauéslder Losung, ist die Form
des Potentials stets annahernd polynomial. Es liegt dadiee, stickweise Polynome an
das Potential anzufitten und aus diesem Fit die Ableitungdrerechnen. Dies sollte eine
bessere Naherung liefern, als global ein Polynom anzesetad garantiert die Stabilitat
der Losung.

Bei dieser Methode ist es allerdings nicht einfach, Ausséiper die numerischen Feh-
ler zu machen. Dies ware aber ohnehin schwierig und auclall@a ¥on Trunkierungen des
Potentials nicht moglich. Durch Erhohung der Anzahl degeditteten Polynome lasst sich
allerdings abschatzen, ob die Naherung in die richtigghiRing verlauft. Diese Methode
wurde unter anderem mit der Differentialgleichung fur &agunkt—Potential und boso-
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nischenO(N) Modellen im Falle groReN getestet, wo analytische Losungen vorliegen.
In allen Fallen lieferte es hervorragendbereinstimmung. Man kann also zumindest am
Anfang der Evolution bis zum Zeitpunkt der Symmetriebreaheine hohe Genauigkeit
erwarten. In diesem Bereich ist ausserdem der Wert des Mmsmoch sehr klein und
somit ist der Fehler bei der Berechnurgabhangiger Grofl3en in den Termen der Fluss-
gleichungen gering.

In Ermangelung eines stabilen Integrators werden wir elbegeschlagenes Verfahren
daher verwenden, um im nachsten Abschnitt quantitatigelrisse zu gewinnen. Neben
seiner Stabilitat erweist sich dieses Verfahren auclaaeist schnell. Zu Details der Im-
plementierung siehe Anhang D.

Damit ist die Suche nach stabilen Verfahren natirlich nkdendet. Implizite oder
halb—implizite Verfahren fur gewodhnliche Differentgg¢ichungen sorgen fur wesentlich
mehr Stabilitat, sind aber gleichzeitig auch um einigesde da mehr Information tiber
die rechten Seiten benotigt wird. Hier wurde bereits \loe#irgeleistet (siehe Anhang D).
Zusammen mit einer stabilen Ableitungsbestimmung kann mesersichtlich sein, ein
stabiles Verfahren an die Hand zu bekommen, um im Fall vonFlazor nicht mit den
gleichen Problemen konfrontiert zu werden.

5.3 Quantitative Ergebnisse

Fur die Numerik ist es vorteilhaft, die Flussgleichungandimensionsbehaftete GrofRen
zu untersuchen, denn wir erwarten, dass der Fluss des Mingfiirk — 0 stationar wird.
Dies ist naturlich nicht der Fall, wenn wir dimensionsl@®Ren betrachten. Wir behalten
weiterhinks = 1 bei.

Wenden wir das Verfahren, wie im letzten Abschnitt bespeocluf die Flussgleichun-
gen an, so finden wir in der anfanglichen Evolution tatéabhdas qualitative Verhalten
wieder, das wir in Abschnitt 4.3 analytisch untersucht Imaligas Potential wird in der
Nahe des Ursprungs, also fur kleipestark nach unten gekrimmt. In dem Bereich um
t ~ 0.4 wird die Symmetrie des mittleren effektiven Potentialsrgeben. Dies entspricht
etwa 300 bis 400 MeV. Nun werden die bosonischen Fluktuationen relevant. Sem-be
den das Laufen des Minimums und kampfen gegen die ferndbers Fluktuationen an.
Dieser Wiederstreit in der Nahe vgn= 0 spiegelt sich darin wieder, dass das Potential
langsam konvex wird. Hier kann es passieren, dass die Amtarger Schwellenfunk-
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tionen sinnlos werden, falls sie kleiner werden als der Wes Minimums der Funktion
p(y) + y(6 + 1), der Pol der bosonischen Schwellenfunktionen. Das haagitdzusam-
men, dasd',+Cutoff durch eine Legendretransformation alis hervorgeht und damit
konvex ist. Doch ist in diesem Fall das analytische Vermatter Losung bekannt [7]
und man kann diesen Bereich von der numerischen BehandussglaieRen. Fur prakti-
sche Zwecke dieser Arbeit geniigt es zum Beispiel zu eindlifinierten Cutoff—Funktion
uberzugehenRk, — 4Ry, was deren allgemeine Eigenschaften (vgl. Kapitel 2.2htnic
beeintrachtigt.

Es ist zu bemerken, dass das Verhalten der Losung in dertzzgenannten Regime
moglicherweise von unserem Verfahren nicht sehr exakisstfwird, da das Potential in
dem Bereich unp = 0 sehr stark variiert. Da sich der Fluss des Minimums und dsobie
schen Wellenfunktionsrenormierung zu diesem Zeitpunttitinehr stark andern, hoffen
wir deshalb auf quantitativ akzeptable Ergebnisse. Deistyye Fluss ist zur Verdeutli-
chung in den Abbildung 9.1 bis 11.2 dargestellt. Aus pha@mooiogischen Rechnungen
fur den 3—Flavor Fall [1] erwartete man, dass der Quotieist @oldstone- und radialer
Wellenfunktionsrenormierung deutlich kleiner dlsvird. Dies kdnnen wir auch in unse-
rer verbesserten Trunkierung erkennen. Wir erwarten d&deinen grol3eren Wert von
m, (da nach (4.31) giltm, ~ 6-') gegeniiber einer Trunkierung ohne Unterscheidung
der Goldstone- und der radialen Wellenfunktionsrenoramigr Man sieht in Abbildung
10.1 deutlich, wie dieser Unterschied erst mit Beginn dérgehenen Phase zu Tage tritt.
Wirde man das Potential noch weiter nach kleinéregrfolgen, so konnte man das Kon-
vexwerden beobachten. Da wir aber primar an dem Wert desriins interessiert sind,
konnen wir beit ~ —3 die Evolution beenden, da sich keine Grof3e mehr andert.

Die Anpassung der Parameter an die phanomenologischee @réolgt folgendermas-
sen: wir berechnen fur den Bereich, in dem wir verniinfidgrte der Parameter erwarten,
die phanomenologischen Werte als Funktion g undr. Die Pionzerfallskonstantg.
setzt zunachst die Compositeness—Skaléest. An den resultierenden Verlaufen bestim-
men wir die bestefbereinstimmungen.

Nach Anpassung realistischer Werte fr~ 92 MeV undm, ~ 135MeV erhalten wir
zum Bespiel fur die Parameters des Modells

ks ~ 520MeV
m =~ 18MeV
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und somit fuir die Werte am Ende der Evolutibr- 0

M, ~ 220MeV

<W>O ~ —(162MeV)?
420 MeV

Q

me

Diese Parameter entsprechen ziemlich genau den WertearétiBerechnungen [1], in
denen ein trunkiertes Potential angesetzt wurde, und dearitmgen aus Abschnitt 3.2.
Allerdings resultiert ein etwas abweichender Wert fur anstituentenquarkmassé,,,
der zu niedrig erscheint. Diese Abweichung hat folgendeglmoie Ursachen: a) unser
numerisches Verfahren wird gegen Ende der Evolution ungdy)driihere Trunkierungen
des Potentials liefern ungenaue Werte oder c) die Trunkgeder mittleren effektiven
Wirkung ist ungentigend. Um den Wert vof, naher an den realistischen Wert &) —
350 MeV kommen zu lassen, finden wir — wiederum fir obige Werte jonndm, den
Satz von Parametern

ke ~ 480MeV
ML, ~ 60MeV

P

m ~ 30MeV
und somit fur die Werte am Ende der Evolutibn- 0

M, =~ 270MeV

(Vy), ~ —(140MeV)?
600 MeV

Q

Mo

Auf diese Weise erhalten wir einen grol3eren Wertrfiyr Dennoch sind in beiden Fallen
die Stromquarkmassen um eine GrofRenordnung zu hoch. Dies ist ein Indiz dafissda
bei der Dynamik der Mesonen auf der Skala der chiralen Symebeéchung das strange—
Quark eine wichtige Rolle spielt und nicht vernachlassigtden darf. Es ist weiterhin
festzuhalten, dass der Wert der Pionzerfallskonstantedasdchiralen Kondensates nur
wenig von der Einstellung der Parameter an der Composgeféslake abhangen, wie
sich exemplarisch an obigen Parametersatzen ablestn las

Fir die Untersuchung nicht—universeller Eigenschaftenendlicher Temperatur ist
die GroRef”) = f.(m = 0) von Interesse [1]. Wir verwenden zur Eichung den ersten
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Abbildung 12: Pionzerfallskonstanfe in MeV als Funktion voni /m,s

Parametersatz und erhalten die in Abbildung 12 dargestalithangigkeit der Pionzer-
fallskonstantef,. von m/1,p,s, wobeim,,,,s der geeichte Wert der Quarkmasse ist. Auch
hier lasst sich gut erkennen, wie wenig das Ergebnis vomd&angsbedingung abhangt.
Es ist zu bemerken, dass besonders fiir kleine Wertenomn,,,,, numerische Ungenau-
igkeiten auftreten konnen. Dies ist hier moglicherwealse Fall, denn in erster Ordnung
berechnet man [1]

2
0 fﬂ'mﬂ'
f7r_f7$-): mg ) (51)
was nicht konsistent mit Abbildung 12 ist, da hier die Diéfiez f, — f{*) negativ ist.

Dennoch ist die Abweichung zwischei und £ nicht sehr groR und sollte mit einer
genaueren numerischen Methode (vgl. Abschnitt 5.2) vedsewerden.

Alles in allem geben die hier gefundenen Werte das Vertradass wir uns auf dem
richtigen Weg befinden, um zu quantitativ genauen Aussagdtahmen des drei—Flavor—
Modells zu gelangen.



6. Zusammenfassung und Ausblick 51

6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben versucht in dieser Arbeit zu zeigen, dass die ek heorie, die das lineare
Quark—Meson Modell genannt wird, eine erfolgreiche gatlie sowie quantitative Be-
schreibung der chiralen Dynamik, insbesondere der spent&ymmetriebrechung, liefert.

Da wir an einem Energiebereich interessiert sind, an denstdike Wechselwirkung mit
perturbativen Methoden nicht zuganglich ist, haben windhst den Formalismus der
mittleren effektiven Wirkung und ihrer Skalenabhangitjkiargelegt. Er verschafft einen
formalen sowie intuitiven Zugang zu diesem Regime. Mit élidfer Sprache dieses For-
malismus und phanomenologischen Argumenten gelingt @isgsible Herleitung eines
Modells an der Compositeness—Skala, an der sich leichtemeszu formen beginnen.
Diese Betrachtungen lieferten eine Trunkierung der nnétieeffektive Wirkung, die wir
gegenuber friheren Arbeiten verbesserten:

4
/ 'z {Uk(p) + %Zo(k:) 0,0 0"y + %Zw(k) Z 0,0'0"

+ 2y (k) i@ v + h( ) 0" (7¢1 ab+ZZ¢jTj) ¢b}

Wir konzentrierten uns in dieser Arbeit auf den Fall zweieragk—Flavor, da hier be-
reits methodische Probleme auftreten, die sich im kongatigren Fall dreier Flavor wie-
derholen werden, aber wichtige Merkmale des Modells behadr zutage treten.

Aus der trunkierten Wirkung wurden in einem nachsten Siothie Evolutionsgleichun-
gen des mittleren effektiven mesonischen Potentia(), der Wellenfunktionsrenormie-
rungenZ,(k), Z,(k), Z,(k) und der Yukawakopplung(k) berechnet. Die in diesen Glei-
chungen auftretenden Schwellenfunkionen erlauben eisehanliche qualitative Diskus-
sion. Mehr noch findet man ein partielles Fixpunktverhaitesier Losung, was dazu fuhrt,
dass die Losung der Gleichung nur noch von wenigen relewddarametern abhangt, die
aus phanomonologischen GroRen bestimmt werden komnes hat grol3e Auswirkungen
auf die Vorhersagekraft des Modells.

Die oben angesprochenen methodischen Probleme treteerdgdsling der Flussglei-
chung fur das Potential auf. Es handelt sich dabei um eicdetlimieare partielle Diffe-
rentialgleichung, die numerisch instabil ist. Wir fandem erfahren, dass die Gleichung
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trotzdem stabil 10st, indem man das Potential stiickwgidgnomial approximiert. Wegen
der Struktur der Flussgleichungen und numerischen Testrem wir, dass dieses Ver-
fahren quantitativ gute Ergebnisse erzielt. Die Symmieteehung lasst sich an der vollen
Losung der Flussgleichung fur das Potential in einem iBereon 300 bis 400 MeV fest-
stellen. Fur die GroRé = Z,,/Z, finden wir einen aus phanomenologischen Rechnungen
vorhergesagten Wert kleiner alsund die Masse der—Resonanz liegt im einem experi-
mentell erlaubten Bereich vai0 bis600 MeV. Die Konstituenten—Quarkmasse stellt sich
als zu klein heraus, wenn man versucht realistische Wartdi€ Parameter, insbesonde-
re die nackten Quarkmasse, einzustellen. Dies deutet aladirdich darauf hin, dass der
Einfluss des strange Quarks nicht zu vernachlassigen dstrudie Berechnung einbezo-
gen werden muss. Generell ist festzustellen, dass das Medhat robust gegenuber der
Variation der Anfangsbedingungen ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit bestatigen friihere Arbeitedenen die Flussgleichung
fur ein trunkiertes Potential gelost wurde. Sie weich@hisehr stark von den friiheren
Rechnungen ab. Untersuchungen am drei—Flavor—Fall hagmerigi, dass man mit ahn-
lichen numerischen Problemen zu kampfen haben wird, wi€afte zweier Flavor. Aus
diesen Grunden wurde in dieser Arbeit ein groRes Gewidndi@l\Veiterentwicklung nu-
merischer Strategien gelegt, die auch im Falle dreier Flawvmesetzt werden kdnnen.

Der nachste Schritt sollte deshalb die numerische Untbrswy der Flussgleichun-
gen des drei—Flavor—Falles sein. Dort wird man inshes@ndaran interessiert sein, das
Fixpunktverhalten bef” = 0, das imO(4)-Modell eine groRe Bedeutung hatte, wieder-
zufinden. Eine Untersuchung des Quark—Meson Modells zw#aeor bei endlicher Tem-
peratur und Baryonzahldichte wurde hier vernachlassigtdie Numerik voranzutreiben.
Dieses Projekt im Rahmen des drei—Flavor—Falles angehkdrmen, ist durch vorliegen-
de Bemuhungen hoffentlich naher geriickt. Gleichzeitiglen theoretischen Bemiihungen
hofft man namlich auf experimentelle Signaturen von Phébkergangen in Kollisionen
mit Schwerionen.
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A Schwellenfunktionen

In diesem Anhang geben wir eine vollstandige Liste allaerehisionslosen Schwellenfunk-
tionen, die in den Flussgleichungen und den Ausdrickemliftianomalen Dimensionen
beiT" = 0 auftauchen. Sie beinhalten den inversen skalaren mittRrepagator’(¢) und
den entsprechenden fermionischen Propag@todie wie folgt gewahlt werden konnen:

Pr(q) =P(q) = ¢* (1 +rr(q)” . (A.1)

Wir beniitzen die Abkiirzungen

: Gl o0
_— 2 p— P — - ==
etc., und die formale Definition
5 1 8Rk7B 0 2 PF 0 [Zw(k’)’l“p] 0

ot~ Z.(k) ot 8—P+Zw(k)1+rp ot 0Py’ (A-3)

Die bosonischen Schwellenfunktionen lauten dann

1 (w;dyme) = 12 (w;6) — ndl (w, )

00 1 —(n
S + np k2”_d/ de 25! < aRk’B> (P +xz(d—1)+ wk;z) ()
0

2 Z.(k) ot
lihm(whwz;(sb(s%%) = lzlm (w1,w2; 51,52) - UWZZLM (w1,w2; 51752)
= —lkz(”ﬁm)_d /OO dr s~ x
2 0
/8\ 2 —ni 2 —n2
a{(P—i—x(él—l)—i-wlk) (P+x(62—1)+w2k) }

(A.4)
wobein,n;,n, > 0 angenommen wird. Fli # 0 konnen die Funktioneff auch ge-
schrieben werden als

—

1 © d 0 -n
di,,. S. _ 2n—d s—1 7 . 2
U (w363 ) = =5k /O doaf o (Pra(—1)+wk?) . (AS)
Die fermionischen Funktionen sind analog dazu definiert als
B wing) = 18 (w) = nyl D (w)

sy 1 Pp O[Zy(k)rs]

B ) —(n+1)
_ 5, 0) k2 / d .
(n+no) o T )1 e ot

(P + wk;Q)
(A.6)
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Ausserdem bendotigen wir

i (w1, 023 8510, 7) - = la(f;gz (w1, wa; ) — Nl T B (w1, ws; 8) — Nl EEM (wy, wo; 8)
2 0
9 1
90\ Pr(a) + Pud[P(2) 20— 1) 1 gl
milm(wl’w?;ébé%?ﬁ) = mgl,n2(w1>w2;5la§2) _nnmil,nz(wl,wz;fsl,@)
— _le(m-l-nz—l)—d/oo dxx% %
2 0
o Pla) + (5 1) P(z) + (8 — 1)
Ot {[[P(x) +x(01r = 1) + K2un]™ [P(x) + 2(0; — 1) + KPwy]"2
i wy we; 6y ne) = mE I (wy, wa; 6) — nyl R (wy, ws; 8)
o (FB)

777|— ni,ne (wl? Wa; 6)

= ;kmﬁn?l / dr % x

5{[ 1+ 7p(z) P(z)+ (6 —-1) }

Ot | [Pr(z) + K?wq]™ [P(x) + 2(0 — 1) + k2wq]m2
m{ M wing) = m{(w) — num{™(w)
2
_ L 400 (0 14rp(x)
- k / deast o, (axPF(x)+k2w
mS (winy) = mé”d( ) — s (w)

- d”dgt<[ o+ )
(A7)

Die Abhangigkeit der Schwellenfunktionen von den anomddmensionen kommt von
der ¢t-Ableitung, die aufZ, (k) und Z,(k) innerhalb der Ausdriick&, 5 und Z,(k)rp
wirkt. Furé = 1 bzw.d; = 9, = 1 gehen diese Funktionen in die blichen Schwellenfunk-
tionen Uber, wie man sie fur den Fal}, ~ Z. kennt. In der hier angegebenen Form muss
man noch die),—Ableitung ausfithren, um die in numerischen Rechnungeneredbare
Fassung der Flussgleichungen zu erhalten (vgl. zum Béspleang von [14]).
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B Berechnung der Flussgleichungen

In diesem Anhang wollen wir die Herleitung der Flussgleiogen dek-abhangigen GrofRen
aus ihren Definitionen exemplarisch skizzieren. Wir tursdien Beispiel der pionischen
Wellenfunktionsrenormierung,. (k). Alle anderen Rechungen verlaufen sehr ahnlich. Zu
Rechnungen, die fermionische Ableitungen enthalten, &rer@n Ende des Abschnitts
noch einige Bemerkungen gemacht.

Die Definition der skalarekNeIIenfunktionsrenormierung 7 lautete:
1 ) - 62T,
Z.(k) = - li '/
0= 3350 | Bmyi & 5. -Q)0 )
0 dp 5°ry,
lim /
Q2-00Q* ] (2m)? 6¢2(—Q)d¢*(p)
Zur Berechnung des Flusses van wenden wir eing); Ableitung auf beide Seiten der
Definition an und erhalten nach Ersetzen vph; durch die exakte Renormierungsgrup-
pengleichung (2.22)

o [ dip |1 62 !
0iZ; = lim —— 3 L i
Ze = i g | (m)d{? f[5¢1(_Q)5¢1(p) <F§f>+7€k>33 o

5 1
OR B.2
" 501(—Q)del (p) (F,?WM)W o } (52

wobei die Anmerkung, dass die Ausdriicke an der Vakuumkordigon ausgewertet wer-
den, von nun ab nicht mehr explizit dazugeschrieben wird.

Ein wesentlicher Teil der weiteren Rechung stellt die Benemg der beiden Spuren in
obiger Gleichung dar. Wir erhalten

vac

(B.1)

vac

52 1 B 1 52 1
061(=Q)96" () <r§f> +Rk> T PR, 001(-Q)60' (p) 1Y) 4 R,
n 1 or;” 1 or? 1
I 4 Ry, 001(=Q) T? + Ry, d01(p) T? + R,
1 5T 1 5T 1
I 4+ Ry 001(p) TP + Ry, 001(—Q) T® + R,
(B.3)
In der Trunkierung fur da®(4) Modell haben die Matrizen folgende Struktur:
] Gps 0 0
M = 0 0 Gzp

0 G 0
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521 B B§B 8 8
601(—Q)og (p) 0 0 0
ST App(p) 0 0
LA - B.4
do1(p) 0 : Arr(p) (B4)

0 Agp(p) 0

wobeiG, A und B Matrizen sind. Die Matrizet sehen zum Beispiel folgendermal3en aus
(die Indizesi, j € {0, ..., 3} reprasentieren Meson-Flavor):

Gerlard) = ~ 9D L 24+ reta) + ST}

)
Grr(e,d) = —Grr(q,q)

y , 5 ’/ 2U”+ 2Z0—Z7r

(B.5)

mit den wichtigen Abkirzungen:

1_
Grlq) = Zog*(1+rr(q)* + Zthﬁ%
Gpi(q) = ¢*Z:+Ryp+U,
Gpo(q) = ¢*Z, + R+ U, + &2U} (B.6)
Die Ausdricke fur die Matrized und B erhalt man entsprechend durch mehrfaches Dif-

ferenzieren der Trunkierung der mittleren effektiven Wimlg (4.4). Zur Algebra der eukli-
discheny-Matrizen siehe Anhang C.

Nach Multiplikation aller Matrizen und anschlieBender 8pldung, zunachst nur tiber den
Boson-Fermion-Antifermion Raum, hat die FlussgleichuiggFbrm

. 0 d? 1
O0Z, = QI%IEOTQQ/ﬁ{_§ Tr [GBBBBBGBB] atRI@B

1
+ 3 Tr [GppAps(—Q)GrpAsp(p)GpB + (—Q < p)] O R B

- Tt [GrrArr(~Q)CrrArs()Grp + (~Q = ) A}

. 0 dp Bl
Jm, 50 / 2m)i o
+ Tr [GFFAFF(_Q)GFFAFF@)] } (B.7)

{% Tr [GppBpp] — % Tr [GepAps(—Q)GppAps(D)]
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Im letzten Schritt haben wir die Wirkung d% Ableitung ausgenitzt, um den Ausdruck
weiter zu vereinfachen (Definition siehe Anhang A). FuraresTrunkierung gilt namlich

0

EGFF = —Ggp OBy r Gpp

5

&GBB — _GBB atFik,B GBB (B8)

Ausserdem haben wir uns bei der Umformung in Gleichung Be7Sghur—Eigenschaft der
Zyklizitat zunutze gemacht.

Nach Vereinfachung der Integrale erhalten wir schliebslic
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Nach Taylorexpansion der Funktionéhs, G und rx bis zur Ordnung?? und ansch-
liessender Ausfiihrung der Ableitung erhalten wir die irhAng A angegebenen Schwel-
lenfunktionen. Bei diesen Rechnungen helfen die Formelieage von Anhang C. Die
Winkelintegrationen lassen sich ausfuhren, was den Fakto

vyt = 24 7?2 (d/2) (B.10)

ergibt, der vielfach in den Flussgleichungen auftritt.

Wir wollen noch eine Bemerkung zu den anderen Flussglegdumachen. Bei der Her-
leitung der Gleichungen fiir und Z,, treten Ableitungen nach Grassmann-wertigen Varia-
blen auf, die in dieser Arbeit durchgangig als Linksabiegen definiert sind. Bei der Dif-
ferentiation der Matrizen nach diesen Variablen muss maswudachten, ob man kommu-
tierende oder antikommutierende Unterblocke differerizivas im gegebenen Fall einen
Vorzeichenwechsel bewirkt. Der Verlauf der Rechnung isbaisten analog.
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C Konventionen und nutzliche Formeln

In diesem Abschnitt sind einige nutzliche Formeln sowiehtige Konventionen, die in
dieser Arbeit immer wieder auftauchen, gesammelt. Begsnu den Berechungen der
Flussgleichungen ist diese Sammlung von Nutzen.

C.1 Fouriertransformation und funktionale Ableitung

Wir definieren die Fouriertransformation wie folgt:
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und die funktionalen Ableitungen im Orts- und Impulsrauniés bei uns
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Typische Ableitungen, die in Rechnungen im Rahmen des Hmmas der exakten Re-
normierungsgruppe immer wieder auftreten, sind zum Belspi
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C.2 d—dimensionaley—Matrizen

Da in den praktischen Rechnungen bei den fermionischendgeih zu den Flussgleichun-
gen~-Matrizen auftreten, wollen wir hier die wichtigsten Rageusammenstellen (vgl.
auch [18]).
Die euklidischeny-Matrizen ind Dimensionen gehorchen folgender Antikommutationsre-
gel:

{777} =26" 1, (C.6)

und das Analogon zt; im Euklidischen ist
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v = Y--Vd (C.7)

und erfullt
"7 =0 (C.8)
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Folgende Spurformeln sind wichtig

tr(l,) = 242 (C.9)
tr(y#9") = M tr(1,) (C.10)
tr(v*y) = 0 (C.11)
) = 0 (C.12)
tr(y*) = 0 (C.13)

Aus den Spurformeln folgen diese Formeln, die insbesonleireer Taylorentwicklung
und der anschliessenden Integration, wie in Anhang B &tfwvichtig sind:

7 =1y, Yy, = 1, (C.14)
e =41, tr(§@) = qQtr(1,) (C.15)

C.3 Integrale

Bei den Berechnungen der Flussgleichungen treten immetewiategrale von folgender
Art auf, die wir deshalb an dieser Stelle angeben wollen.&veder Symmetrie — —q
gilt unter anderem:
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wobei gilt 6t §rot = grvere 4 gresve 4 §Ho§vP. Wichtig ist auch die Integration Uber die
d—dimensionale Einheitskugel, da viele der auftretendésghale wegen ihrer Rotations-
symmetrie sofort iber den Winkeln berechnet werden kiilnne
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D Software—Entwicklung

Ein Teil dieser Arbeit war es, die Entwicklung eines SoftexdPaketes zur Integration von
Flussgleichungen voranzutreiben. Wie in der Einleitungidmt, ist dies nicht nur fur diese
Arbeit von Interesse. Der Inhalt des Paketes und der StanBrdevicklung soll hier kurz
festgehalten werden, um weitere Fortschritte zu erleioht®er Quellcode der Program-
me kann unter lamecker@thphys.uni—heidelberg.de ardgrtorverden. Fur die Grundla-
gen numerischer Verfahren sei auf [19] verwiesen. Die Imgletierungen beruhen zum
grof3en Teil auf [20].

Die Code liegt in objektorientierter Form in C++ vor und sedich aus folgenden Haupt-
bestandteilen zusammen:

e Schwellenfunktions—Bibliothek:
Hier ist eine Klasse fur die numerische Integration dervdtenfunktionen im-
plementiert. Der User muss die Integranden der Schwelhddifonen definieren.
Die Integration erfolgt nach einer adaptiven Romberg Meééhd-ur unsere Zwecke
sind dort bereits nicht—triviale Ableitungen nach Argurneer undw der Schwel-
lenfunktionen implementiert, die man zum Beispiel fur dab—implizite Bader—
Deuflhard—Methode benotigt.

e ODE-Integrator—Bibliothek:
Sie besteht zur Zeit aus vier Verfahren zur Integration vewdhnlichen Differen-
tialgleichungen mit adaptiver Schrittweitenanpassuig:Runge—Kutta—Cashkarp
Verfahren 5. Ordnung, ein Runge—Kutta—Fehlberg VerfaBr&mdnung, ein Burlisch—
Stoer Extrapolationsverfahren und eine halb—implizitéiMdee nach Bader und Deufl-
hard.

e Numerik—Bibliothek:
Hier sind numerische Hilfsfunktionen aller Art abgelegteWichtigsten sind eine
Funktion zur multidimensionalen Minimumssuche, polynalmiund rationale In-
terpolationsroutinen, eine least—squares—spline Redtinbeliebig viele aneinan-
dergesetzte Polynome, die an den Knotenpunkten beliebig sietige Ableitungen
besitzen (sie wird in dem in dieser Arbeit vorgestelltenfaferen verwendet) und
Routinen zur Losung von linearen Gleichungsystemen.

Alle Bibliotheken sind leicht in eigene Codes integrierbad einfach fur eigene Zwecke
zu erweitern. Details konnen der Dokumentation entnomwenalen.
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