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ZUSAMMENFASSUNG:

Im Rahmen des Formalismus einer nicht–perturbativen exakten Renormierungsgruppen-

gleichung wird das Phänomen der chiralen Symmetriebrechung in der mesonischen Physik

untersucht. Als effektive Theorie dient das lineare Quark-Meson Modell, dessen Herleitung

skizziert wird. Für zwei Quark Flavor wird eine Trunkierung derO(4) symmetrischen mitt-

leren effektiven Wirkung angegeben, aus der die Flussgleichungen abgeleitet werden. Die-

se Gleichungen weisen ein partielles Fixpunkt–Verhalten auf, das dem Modell ein hohes

Maß an Aussagekraft verleiht. Strategien zur numerischen Lösung der Gleichungen und

deren Probleme werden diskutiert. Die Ergebnisse, unter anderem die Vorhersage der Mas-

se derσ–Resonanz, sind eine wichtige Grundlage für die Untersuchung des realistischen

Falles dreier Flavor und damit des Phasendiagrammes für die QCD.

CHIRAL DYNAMICS IN STRONG INTERACTION PHYSICS

AND THE LINEAR QUARK–MESON MODEL

ABSTRACT:

We examine the phenomenon of chiral symmetry breaking in strong interaction physics at

scales where the light mesons form. For this we use the formalism of a non–perturbative

exact renormalization group equation. We sketch the derivation of the effective theory for

this phenomenon, called the linear–quark–meson model. Fortwo quark flavors we present

a truncation of theO(4)–symmetric effective average action, and derive the flow equations

from it. They inhibit a partial fixed–point behaviour that leads to great predictive power

of the model. Strategies for numerically integrating the flow equations and consecutive

problems are discussed. The results include the predictionof the mass of theσ–resonance,

which presents a sound foundation for further exploration of the three flavor case and the

QCD phase diagram.
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Abbildung 1: Starke Kopplungskonstanteαs(q2) in beliebigen Einheiten

1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die mikroskopische Theorie der starken Wech-

selwirkung. Sie beschreibt die Dynamik der Teilchen, aus denen die Hadronen (Proton,

Neutron,. . .) aufgebaut sind: die Quarks und deren Austauschteilchen, die Gluonen. Die

Gültigkeit der QCD konnte bisher in vielen Experimenten eindrucksvoll belegt werden.

Zu den wichtigsten Nachweisen gehört die Bestimmung von Wirkungsquerschnitten in

Teilchenkollisionen an modernen Beschleunigern. Sie zeigen eine hohëUbereinstimmung

zwischen Theorie und Experiment in Energiebereichen zwischen Größenordnungen von

etwa1 bis einigen100 GeV.

Die QCD hat im Gegensatz zur Quantenelektrodynamik (QED) die Eigenschaft, dass

die Kopplungαs zwischen den Quarks mit abnehmendem Impulsübertrag der Teilchen

stark anwächst (dargestellt in Abbildung 1). Während dieKraft zwischen zwei Elektro-

nen mit wachsendem Abstand immer kleiner und schließlich unbedeutend wird, gilt für

die Quarks gerade das Gegenteil. Entfernen sich zwei Quarksvoneinander, so wächst die

Kraft zwischen ihnen bis genug Energie vorhanden ist, neue Teilchen aus dem Vakuum



4 1. Einleitung

zu produzieren: in der Natur ist bisher noch kein freies Quark beobachtet worden. Dieses

Phänomen ist alsConfinementbekannt. Dies ist eine Ursache für die Schwierigkeit, niede-

renergetische Phänomene theoretisch zu beschreiben und aus der fundamentalen Theorie

der QCD abzuleiten.

Die beste theoretische Beschreibung der Wechselwirkung zwischen sogenannten ele-

mentaren Teilchen ist durch eine nicht–abelsche Eichfeldtheorie gegeben, zusammenge-

fasst im Standardmodell der Teilchenphysik, wovon die QCD einen Teil darstellt. Zur

Berechnung von Größen im Standardmodell, also zum Beispiel Wirkungsquerschnitten

oder Zerfallsraten, ist man in den meisten Fällen auf Näherungen angewiesen. Das er-

folgreichste systematische Verfahren, die Störungstheorie (Perturbations–Theorie), konnte

in der QED unter anderem bei der Berechnung des anomalen magnetischen Moments,

große Erfolge verbuchen. Das lag daran, dass man die gesuchten Größen in der elektro-

magnetischen Kopplungskonstante entwickeln konnte. Wegen ihres (kleinen) Wertes ist

eine schnelle Konvergenz gesichert. Dieses Verfahren funktioniert auch dann noch sehr

gut, wenn man an der Dynamik der starken Wechselwirkung bei hohen Impulsüberträgen

interessiert ist, versagt jedoch im Bereich von Energien inder Größenordnung unterhalb

von 1 GeV. In diesem sogenannten nicht–perturbativen Regime ist manentweder darauf

angewiesen, andere kleine Parameter zu finden, nach denen sich die gewünschten Größen

entwickeln lassen, oder neue Verfahren einzusetzen. Die bekannteste Methode ist die Git-

tereichtheorie, bei der die Lagrangedichte auf einem Gitter diskretisiert wird und der Git-

terabstand am Ende der Berechnung zum Verschwinden gebracht wird. Der Nachteil dieser

Methode ist, dass sie einen enormen rechentechnischen Aufwand unter Einsatz leistungs-

starker Computer erfordert.

Wir wollen in dieser Arbeit zeigen, wie es möglich ist, theoretische Vorhersagen über

den Energiebereich zu machen, an dem sich leichte gebundenehadronische Zustände for-

men, der also perturbativ nicht zugänglich ist, ohne die volle Theorie der QCD einzube-

ziehen. Experimentell stellen wir fest, dass die elementaren Freiheitsgrade auf einer Skala

von einigen100 MeV nicht die Quarks und die Gluonen, sondern leichte Hadronen sind. Es

liegt daher nahe, eineeffektiveTheorie für diese Freiheitsgrade zu finden und als Grundlage

für weitere Untersuchungen zu verwenden. Leider ist es bisher nicht möglich, die Dyna-

mik dieser Freiheitsgrade aus der QCD bei hohen Impulsüberträgen direkt zu berechnen.

Doch kann – und wird – die Symmetrie des Teilchenspektrums auf der Skala von einigen

100 MeV als Bauplan einer effektiven Theorie der starken Wechselwirkung dienen, die die
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wesentlichen Ingredienzien der vollen Theorie für die Untersuchung der Physik leichter

Mesonen beinhaltet. Als Bauplan des sogenanntenlinearen Quark–Meson Modellswird

die chirale Symmetrie dienen.

Wichtige Eigenschaften der QCD bei endlicher Temperatur und endlicher Baryonen-

zahldichte lassen sich mit dem linearen Quark–Meson Modellstudieren [1]. Das hängt

damit zusammen, dass die chirale Symmetrie bei großen Temperaturen (näherungswei-

se) wieder restauriert wird. Experimente mit Schwerionenkollisionen sollen in sehr na-

her Zukunft Daten über Phasenübergänge im Quark–Gluon Plasma liefern. Am 13. Juni

2000 wurden erste (inoffizielle) Erfolgsmeldungen über den Betrieb des Schwerionen Col-

liders RHIC gemeldet. Daher ist es von großem Interesse, dasPhasendiagramm der QCD

theoretisch zu kennen, um Vorhersagen über die Existenz und Art von Phasenübergängen

zu machen. Diese stellen einen wichtigen Test der QCD dar. Umdieser Herausforderung

gewachsen zu sein, ist eine gründliche Untersuchung einesgeeigneten Modells bei ver-

schwindender Temperatur von Nöten. Diese Arbeit will einen Beitrag zur Vorbereitung auf

diese Aufgabe leisten.

1.2 Überblick

Ein Überblick über die Vorgehensweise dieser Arbeit möge demLeser die eingehendere

Auseinandersetzung mit dem Thema erleichtern.

Wie wir bereits angedeutet haben, sind wir bei der Untersuchung von Phänomenen der

starken Wechselwirkung in dem uns interessierenden Energiebereich auf nicht–perturbative

Methoden angewiesen. Im ersten Kapitel stellen wir einen quantenfeldtheoretischen For-

malismus vor, der für unser Problem geeignet erscheint. Erberuht auf dem Konzept der

mittleren effektiven Wirkung, der Erzeugenden der 1PI–Green’s Funktion mit einem geeig-

neten Cutoff–Term für die Impulse der Felder. Dieses Konzept stellen wir in Abschnitt 2.1

vor. Eine (klassische) Theorie, die an einer SkalaΛ durch eine WirkungΓΛ beschrieben

ist, lässt sich dann durch Variation des Cutoffs sukzessive nach kleineren Skalen fortset-

zen. Man nennt dies das Ausintegrieren von Quantenfluktuationen. Die Gleichung, die die

Variation der Wirkung nach dem Cutoffk = Λet beschreibt, ist dieexakte Renormierungs-

gruppengleichung:

∂

∂t
Γk[Φ,Ψ,Ψ] =

1

2
Tr

{(
1

Γ
(2)
k [Φ,Ψ,Ψ] + Rk

)
∂

∂t
Rk

}
(1.1)
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wobeiRk der Cutoff–Term ist undΓ(2)
k die zweite funktionale Ableitung nach den Feldern

darstellt. Die Evolutionsgleichung (1.1) ist ein zentrales Werkzeug der Untersuchung dieser

Arbeit. In Abschnitt 2.2 zeigen wir ihre Herleitung für reelle skalare und chirale fermioni-

sche Felder. Die Quantenfeldtheorie zu lösen, bedeutet inder Sprache dieses Formalismus,

die Evolution der mittleren effektiven WirkungΓk von k = Λ nachk → 0 zu verfol-

gen. Für die volle Wirkung ist dies im allgemeinen unmöglich, doch erlauben geeignete

Ansätze, zum Beispiel Entwicklungen in den Kopplungen derFelder, eine Transformation

der funktionalen Gleichung (1.1) in partielle Differentialgleichungen (für die Kopplungen).

Als Bauplan für eine effektive Theorie zur Untersuchung des Energiebereichs von eini-

gen100 MeV wird die chirale Symmetrie dienen. In Abschnitt 3.1 erläutern wir die Bedeu-

tung der chiralen Symmetrie in der QCD und zeigen, dass derenspontane Brechung das

Teilchenspektrum der leichten Hadronen (näherungsweise, denn die Quarks haben nicht–

verschwindende Massen) erklären kann. Dies ist die Motivation für die Suche nach einer

effektiven Theorie für die Dynamik leichter Mesonen. In der Sprache der Renormierungs-

gruppe wird in Abschnitt 3.2 eine phänomenologische Herleitung deslinearen Quark–

Meson Modellsgegeben, die durch numerische Berechnungen gestützt wird. Die zentralen

Ideen bei dieser Herleitung sind das Ausintegrieren der gluonischen Freiheitsgrade und die

Einführung von zusammengesetzten Feldern. So erhält maneine effektive Wirkung an der

sogenannteCompositeness–Skala, der Skala, an der sich leichte Mesonen zu formen be-

ginnen. Diese Wirkung wird der Ausgangspunkt für die weiteren Untersuchungen.

Eine Analyse des linearen Quark–Meson–Modells für die drei leichten Flavor (up,

down, strange) ist sehr aufwendig, da das mittlere effektive Potential, an dem man die

Symmetriebrechung ablesen will, eine Funktion vom Cutoffk und vier Symmetrieinva-

rianten derSU(3) × SU(3) sein wird. Daher ist es sinnvoll, zunächst den Fall zweier

Quark–Flavor zu untersuchen. Eine lokale Isomorphie ist der Grund dafür, dass die Felder

dann in einerO(4) symmetrischen Darstellung geschrieben werden können. Das Potential

hängt nun mehr nur von einer Invarianten und dem Cutoff ab. Für den Fall von drei Fla-

vor wurde gezeigt, dass sich das volle Potential in Funktionen von eben genanntem Typ

trunkieren lässt. Das ist eine weitere Motivation für eine genaue Untersuchung des Falles

zweier Flavor. In Abschnitt 4.1 geben wir eine gegenüber bisherigen Arbeiten verbesser-

te Trunkierung der mittleren effektiven Wirkung an. Aus dieser werden in Abschnitt 4.2

schließlich die Flussgleichungen abgeleitet. Dies sind die Gleichungen, die die Evolution
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von k = Λ nachk → 0 beschreiben. In Abschnitt 4.3 diskutieren wir die Lösung dieser

Gleichungen qualitativ. Dabei findet man ein partielles Fixpunkt–Verhalten, das dem Mo-

dell ein hohes Maß an Aussagekraft verleiht. Das lässt hoffen, dass sich dieses Verhalten

auf den Fall dreier Flavor übertragen wird. Da eine strengeHerleitung des Modells aus

der QCD nicht möglich ist, muss man die relevanten Parameter des Modells aus phäno-

menologischen Größen bestimmen. Hiermit beschäftigen wir uns im letzten Abschnitt des

Kapitels.

Zentral für die quantitative Untersuchung des linearen Quark–Meson Modells ist die

Gleichung für das mittlere effektive PotentialUk. Diese ist im Falle zweier Flavor eine

nichtlineare partielle Differentialgleichung in zwei unabhängigen Variablen. Wie bereits

erwähnt, werden im Falle dreier Flavor solche Gleichungenauch im Mittelpunkt der me-

thodischen Untersuchung stehen. Daher ist es unerlässlich, Verfahren zur Lösung dieses

Typs von Gleichung zu entwickeln. Aufgrund starker Instabilitäten erweist sich diese Auf-

gabe als nicht–trivial. Weitere Probleme hierzu werden in Abschnitt 5.1 diskutiert. Eine

neue Strategie, die auch im Falle dreier Flavor erfolgversprechend erscheint, und laufende

Arbeiten werden in Abschnitt 5.2 erörtert.

Es sei an dieser Stelle erwähnt, dass die numerischen Untersuchungen für eine große

Anzahl von Anwendungen des Formalismus der exakten Renormierungsgruppe von Wich-

tigkeit sind: Helium–3 und 4, Hubbard Modell und vieles mehr. Aus diesem Grund geht

diese Arbeit besonders auf eine Weiterentwicklung numerischer Methoden ein.

Abschließend werden einige quantitative Ergebnisse der numerischen Analyse in Ab-

schnitt 5.3 präsentiert und diskutiert. Ein wichtiger Pr¨ufstein für das Modell und weitere

Untersuchungen wie die QCD–Phasen ist die Masse desσ–Teilchens, für die wir einen

Wert von400 bis 600 MeV finden. Dies ist unter anderem direkt mit experimentellen Da-

ten vergleichbar: neue Experimente zur genaueren Bestimmung wurden vorgeschlagen [2].

Nach Einbeziehung des strange Quark in die Analyse sind auchtheoretisch genauere Wert

zu erwarten.

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf eine mögliche Fortsetzung beschließen

die Arbeit.
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2 Die exakte Renormierungsgruppe

Zur Untersuchung der niederenergetischen Phänomene in der QCD benötigen wir einen

nicht–perturbativen Ansatz, der es erlaubt, von der Skala des störungstheoretisch zugäng-

lichen Regimes zu dem Bereich zu gelangen, bei dem sich Mesonen formen. An dieser

Skala ist eine perturbative Beschreibung wegen der großen auftretenden Kopplungen of-

fensichtlich nicht mehr zulässig.

In diesem Kapitel erläutern wir das Konzept der effektivenmittleren WirkungΓk [3, 4,

5] und deren Skalenabhängigkeit, die durch eine exakte Renormierungsgruppengleichung

[6] beschrieben wird. Die bloße Existenz dieser exakten Gleichung ist aufgrund ihrer ma-

thematischen Kompliziertheit noch keine Hilfe. Die Struktur der Gleichung und ihrëAhn-

lichkeit zu störungstheoretischen Ansätzen erlaubt es aber, geeignete Trunkierungen der

mittleren effektiven Wirkung zu finden, die zu approximativen Lösungen führen.

Wir zeigen die Konstruktion einer mittleren effektiven Wirkung für skalare und fer-

mionische Felder. Das Kapitel endet mit einigen wichtigen Bemerkungen zur Struktur der

exakten Renormierungsgruppe.

2.1 Die mittlere effektive Wirkung

Unser Ziel ist es, eine skalenabhängige Wirkung zu definieren, die zwischen der klassi-

schen (mikroskopischen) Wirkung und einer effektiven (makroskopischen) Wirkung, aus

welcher alle Quantenfluktuationen ausintegriert sind, zu interpolieren:

ΓΛ ≈ S , lim
k→0

Γk = Γ. (2.1)

Die volle Lösung der Quantenfeldtheorie entspricht der F¨ahigkeit, den Flussk → 0 zu

verfolgen. Alternativ kann man auch ein ModellΓΛ an einer Ultraviolett–SkalaΛ mit der

mikroskopischen WirkungS identifizieren. In diesem Fall sind effektiv keine Impulse un-

terhalb vonΛ in dem Modell berücksichtigt, solangek = Λ. Dieser Denkweise werden wir

bei der Herleitung des linearen Quark–Meson–Modells des öfteren begegnen.

Als erstes addieren wir zur klassischen Wirkung einen Infrarot–Cutoff Term für reelle

skalare Felder und chirale Fermionen hinzu. Mit diesen Feldern werden wir im linearen

Quark–Meson–Modell arbeiten.

Sk[φ, ψ, ψ] = S[φ, ψ, ψ] + ∆kS[φ] + ∆kSF [ψ, ψ] . (2.2)
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Wir formulieren die Cutoff–Terme geeigneterweise im Impulsraum. Derbosonische Cutoff–

Term hat die Form eines Massentermes in der Wirkung, wobeiRk,B(q2) für q2 ≫ k2 ver-

schwinden und fürq2 ≪ k2 proportionalk sein soll. Das bedeutet, dass alle Fourierkom-

ponenten der Felder mit Impulsen, die größer als die Infrarot Skalak sind, eine effektive

Masse∼ k erhalten und schließlich entkoppeln. Hingegen sind die hohen Impulsmoden

nicht vonRk,B betroffen. Damit nimmt der bosonische Term folgende Form an:

∆kS[φ] =
1

2

∫
ddq

(2π)d
Rk,B(q2)φa(−q)φa(q) (2.3)

Es gibt viele MöglichkeitenRk,B zu wählen [7]. In dieser Arbeit verwenden wir die für

numerische Untersuchungen nützliche Form

Rk,B(q2) =
ZΦ,kq

2e−q
2/k2

1 − e−q2/k2 . (2.4)

Um die Invarianz physikalischer Größen unter Skalierung der Felder zu gewährleisten,

muss in diesem Ausdruck die WellenfunktionsrenormierungZΦ,k eingeführt werden. Die-

se Notwendigkeit wird bei der späteren Untersuchung der Flussgleichung, also der Ska-

lenabhängigkeit der mittleren effektiven Wirkung, noch klarer.

Die Wahl derfermionischen Cutoff–Funktion [8, 9] lässt sich bis auf einige Unterschiede

analog zum bosonischen Fall durchführen. Chirale Fermionen lassen keinen Massenterm

zu. Um die chirale Symmetrie zu erhalten, muss die Cutoff–Funktion die selbe Lorentz-

struktur wie ein fermionischer kinetischer Term besitzen,d.h.∼ γµqµ sein. Ausserdem

sollte sie fürq2 → 0 proportional zum Cutoffk sein, damit die Beiträge fürq2 ≪ k2

entkoppeln. Das Ergebnis nach [8, 9] ist

∆kSF [ψ, ψ] =
∫ ddq

(2π)d
ψ(q)Zψ,kq/ rF

(
q2

k2

)
ψ(q). (2.5)

mit Rk,F = ZΨ,kq/ rF . In praktischen Rechnungen tritt häufig die Kombination

PF ≡ q2 (1 + rF )2 (2.6)

auf. PF ist bis auf die fermionische Wellenfunktionsrenormierunggerade der quadrati-

sche inverse Propagator für ein freies masseloses Fermionin Anwesenheit eines Infrarot-

Cutoffs. In dieser Arbeit wählen wir fürPF die für numerische Untersuchungen günstige

Form:

PF =
q2

1 − exp
{
− q2

k2

} . (2.7)
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Die Einführung dieser Cutoff–Terme entspricht der Regularisierung der Theorie.

Von der klassischen Wirkung gehen wir zum erzeugenden Funktional der zusammenhängen-

den GREEN Funktionen über. In der Sprache der statistischen Physik ist das der Logarith-

mus der großkanonischen Zustandsumme in Anwesenheit äusserer FelderJ ,K undK:

Wk[J,K,K] = lnZ[J,K,K]

= ln
∫

DφDψDψ exp

{
− Sk[φ, ψ, ψ]

+
∫
ddx

[
Ja(x)φ

a(x) +Kj(x)ψ
j(x) − ψj(x)K

j(x)
] }

(2.8)

wobeia bzw. j hier die internen bosonischen bzw. fermionischen Freiheitsgrade (wie Fla-

vor, Color, etc.) nummeriert. Alle Spinorindizes wurden hier unterdrückt.

Mit der effektiven mittleren Wirkung bezeichnen wir in dieser Arbeit die Legendre-

transformierte vonWk[J,K,K] abzüglich der Abschneideterme, also das erzeugende Funk-

tional für die 1PI-GREEN Funktionen:

Γk[Φ,Ψ,Ψ] = −Wk[J,K,K] +
∫
ddx

[
Ja(x)Φ

a(x) +K(x)Ψ(x) − Ψ(x)K(x)
]

− ∆kS[Φ] − ∆kSF [Ψ,Ψ] (2.9)

wobei die sogenannten klassischen FelderΦ etc. gegeben sind durch die Erwartungswerte

der mikroskopischen Felderφ etc. in Anwesenheit der äusseren Felder und der Cutoff–

Terme:

Φa(q) ≡ δWk[J ]

δJa(−q)
= 〈φa(q)〉

Ψ(q) ≡ δWk[J,K,K]

δK(q)
=

〈
ψ(q)

〉

Ψ(q) ≡ δWk[J,K,K]

δK(q)
=

〈
ψ(q)

〉
.

(2.10)

Zu den Konventionen zur Fouriertransformation und den funktionalen Methoden siehe An-

hang C. Für unsere Wahl der Cutoff Funktionen sind in der Tatobige Ansprüche an die

mittlere effektive Wirkung gewährleistet:

lim
k→0

Rk(q
2) = 0 ⇒ lim

k→0
Γk = Γ

lim
k→∞

Rk(q
2) = ∞ ⇒ lim

k→∞
Γk = S (2.11)

Für die Zwecke dieser Arbeit können wir auf weitere Details zu diesem Thema verzich-

ten. Einzelheiten zum Konzept der mittleren effektiven Wirkung entnehme der Leser den

umfassenden Arbeiten [7] oder [1].
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2.2 Die exakte Renormierungsgruppengleichung

Wir wollen nun die Herleitung der exakten Renormierungsgruppengleichung für reelle ska-

lare Felder und chirale Fermionen skizzieren. Das bedeutet, dass wir diek Abhängigkeit

der effektiven mittleren Wirkung berechnen wollen. Stattk führen wir die nützliche Größe

t = ln(k/Λ) ein, wobeiΛ die im letzten Kapitel eingeführte Ultraviolett–Skala ist. Zur

Vereinfachung der Darstellung wollen wir dazu nur je ein skalares und ein fermionisches

Feld betrachten (Dies bedeutet lediglich, dass die internen Indizes unterdrückt werden):

∂t Γk|Φ,Ψ,Ψ = −∂t Wk|J,K,K +
∫
ddx

[
(∂tJ)Φ + (∂tK)Ψ − (∂tΨ)K

]

−∂t∆kS[Φ] − ∂t∆kSF [Ψ,Ψ] (2.12)

Die∂t–Ableitung wirkt nur auf den am nächsten rechts stehenden Term unter dem Integral.

Die Quellen hängen über

J(q) ≡ δΓ̃k[Φ,Ψ,Ψ]

δΦ(−q)

K(q) ≡ −δΓ̃k[Φ,Ψ,Ψ]

δΨ(q)

K(q) ≡ −δΓ̃k[Φ,Ψ,Ψ]

δΨ(q)
(2.13)

vonk ab. Dabei gilt

Γ̃k[Φ,Ψ,Ψ] = Γk[Φ,Ψ,Ψ] − ∆kS[Φ] − ∆kSF [Ψ,Ψ] (2.14)

Werten wir diese Abhängigkeit in (2.12) weiter aus, so erhalten wir

∂tΓk =
1

2

∫
ddq

(2π)d

{
δ2Wk

δJ(−q)δJ(q)
∂tRk,B

}
+
∫

ddq

(2π)d

{
δ2Wk

δK(q)αδK(q)β
(∂tRk,F )αβ

}

(2.15)

wobei wir zur Verdeutlichung die Spinorindizes wieder angebracht haben. Die Cutoff–

Funktionen sind im vorangegangenen Kapitel definiert. Im n¨achsten Schritt versuchen wir

einen Zusammenhang zwischenWk undΓ̃k herzustellen. Dazu berechnen wir

δΦ(q)

δΦ(q′′)
,
δΨ(q)

δΨ(q′′)
,
δΨ(q)

δΨ(q′′)
,
δΦ(q)

δΨ(q′′)
, . . . (2.16)
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wobei wir wieder die implizite Abhängigkeit der Felder nach den Quellen zu berücksichti-

gen haben. Wir erhalten schließlich folgende Struktur:

∫
ddq

(2π)d




W
(2)
k,BB −W (2)

k,BF −W (2)

k,BF

W
(2)
k,FB −W (2)

FF −W (2)

k,FF

W
(2)

k,FB
−W (2)

k,FF
−W (2)

k,FF


 ·




Γ̃
(2)
k,BB Γ̃

(2)

k,BF
Γ̃

(2)
k,BF

Γ̃
(2)

k,FB
Γ̃

(2)

k,FF
Γ̃

(2)

k,FF

Γ̃
(2)
k,FB Γ̃

(2)

k,FF
Γ̃

(2)
k,FF


 = δ(q − q′′)

(2.17)

Der IndexB steht für eine funktionale Ableitung nach dem skalaren Feld Φ und entspre-

chendF bzw.F für eine Ableitung nach dem fermionischen bzw. antifermionischen Feld

Ψ bzw.Ψ. Zum Beispiel gilt:
[
Γ

(2)
k,BB(q, q′)

]
=

δ2Γk
δΦ(−q)δΦ(q′)

[
Γ

(2)

k,BF
(q, q′)

]α
=

δ2Γk
δΦ(−q)δΨα(q′)

[
Γ

(2)

k,FF
(q, q′)

] β

α
=

δ2Γk
δΨα(−q)δΨβ(q′)

, (2.18)

Wir nennen die Matrix mit den EinträgeñΓ einfachΓ̃
(2)
k . Dieses Objekt ist im allgemei-

nen eine Matrix im Impuls-, Flavor-, Color-, Spinor- und demhier eingeführten Boson-

Fermion-Antifermion Raum. Wir erhalten

W
(2)
k,BB =

(
Γ̃

(2)
k

)−1

BB

W
(2)

k,FF
= −

(
Γ̃

(2)
k

)−1

FF
(2.19)

Setzen wir das nun in Gleichung (2.15) ein und schreiben

Γ̃
(2)
k = Γ

(2)
k + Rk (2.20)

wobei

Rk =




Rk,B 0 0

0 0 −Rk,F

0 Rk,F 0


 (2.21)

so erhalten wir als gewünschtes Ergebnis die exakte Renormierungsgruppengleichung

∂tΓk[Φ,Ψ,Ψ] =
1

2
Tr






(
1

Γ
(2)
k [Φ,Ψ,Ψ] + Rk

)

BB

∂tRk,B






− Tr






(
1

Γ
(2)
k [Φ,Ψ,Ψ] + Rk

)

FF

∂tRk,F






=
1

2
Tr

{(
1

Γ
(2)
k [Φ,Ψ,Ψ] + Rk

)
∂tRk

}
(2.22)
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Die Spur in dieser Gleichung steht symbolisch für die Summation über alle internen Frei-

heitsgrade: Impulse, Spinor–, Flavor–, etc. Indizes:

Tr =
∫

ddq

(2π)d
∑

Indizes
.

Diese Gleichung stellt das zentrale Werkzeug für die folgenden physikalischen Untersu-

chungen dar. Bevor wir diese aber im nächsten Abschnitt beginnen, wollen wir einige all-

gemeine Bemerkungen zu dieser Gleichung und ihrer Anwendbarkeit machen.

2.3 Bemerkungen zur exakten Renormierungsgruppe

Wie in der Einleitung dieses Abschnittes bereits angedeutet ist die Tatsache, dass die Glei-

chung (2.22) exakt ist, an dieser Stelle noch ohne großen Gewinn. Sie stellt eine funktio-

nale Differentialgleichung dar, über deren allgemeine L¨osbarkeit wenig bekannt ist, über

deren Struktur hingegen schon. Gleichung (2.22) lässt sich in Form einer 1–Loop Glei-

chung darstellen:

∂tΓk =
1

2� (2.23)

wobei

� = ∂tRk

und derk-abhängige volle Propagator gegeben ist durch

� = (Γ
(2)
k + Rk)

−1 .

DerÜbergang vom klassischen Propagator in Anwesenheit des Infrarot Cutoff–Terms(S(2)+

Rk)
−1 zum vollen Propagator stellt also denÜbergang von einer 1–Loop Näherung zum

vollen Problem dar! Auf der rechten Seite von (2.22) sind beliebig hohe Loop–Ordnungen

beinhaltet. Es scheint also aussichtslos, das Problem in dieser Formulierung zu lösen.
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Dies ist aber doch möglich, wenn man geeignete Ansätze für die effektive mittlere Wirkung

finden kann. Entwickelt man die Wirkung zum Beispiel nach denSymmetrie–Invarianten

eines bestimmten Modells (wie wir das später tun werden) , so erhält man unendlich viele

gekoppelte partielle Differentialgleichungen in den Entwicklungskoeffizienten. Lässt sich

diese Entwicklung in einer geeigneten Form trunkieren, so dass einerseits die relevante

Dynamik berücksichtigt wird und andererseits der (numerische) Aufwand nicht zu groß

wird, ist man einer Lösung bereits etwas näher gekommen. Eine mögliche Trunkierung

für ein O(4)–symmetrisches Modell mit der Invariantenρ = trΦ†Φ sieht zum Beispiel

folgendermaßen aus:

Γk[Φ] =
∫
ddx

{
Uk(ρ) +

1

2
Zk(ρ)∂µΦ

a∂µΦa +
1

4
Yk(ρ)∂µρ∂

µρ+ O(∂4)
}
. (2.24)

Es soll hier wiederholt werden, dass dies ein nicht–perturbativer Zugang ist, denn die Ent-

wicklungskoeffizienten (zum Beispiel des Potentials, alsodie Kopplungen) müssen in kei-

ner Weise klein sein. In dieser Hinsicht ist die Existenz derGleichung (2.22) von ausser-

ordentlicher Nützlichkeit.

Es ist allerdings schwierig, eine Aussage über die Zuverl¨assigkeit dieser oder einer ande-

ren Entwicklung zu machen. Durch die Mitnahme höherer Ordnungen lässt sich jedoch

die Konvergenz überprüfen. Wir werden in dieser Arbeit eine Trunkierung ähnlich (2.24)

verwenden, die gegenüber früheren Arbeiten weitere Terme in der Entwicklung berück-

sichtigt. Wir werden finden, dass sich die Ergebnisse nicht sehr stark verändern, so dass

wir darauf vertrauen, eine gute Trunkierung gewählt zu haben. Die Trunkierung ergibt sich

in natürlicher Weise aus phänomenologischenÜberlegungen und stellt daher einen logi-

schen Ausgangspunkt für die Untersuchung des Gegenstandes dieser Arbeit dar.

Die im nächsten Abschnitt näher dargelegtenÜberlegungen lassen es plausibel erscheinen,

den Zugang über die exakte Renormierungsgruppe bei der Untersuchung der mesonischen

Physik einzusetzen. Für eine ausführlichere Diskussionder exakten Renormierungsgrup-

pengleichung und ihrer Eigenschaften sei auf [7] verwiesen.
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3 Das lineare Quark–Meson–Modell

In diesem Abschnitt verfolgen wir den Weg vom störungstheoretischen Regime der QCD

zu der Skala, bei der sich experimentell beobachtbar die Mesonen bilden [10]. Das daraus

resultierende effektive Modell wird das lineare Quark–Meson–Modell (linearesσ–Modell)

genannt. Es beinhaltet als Freiheitsgrade die leichten Quarks (fermionische Felder) und zu-

sammengesetzte fermionische Felder (Mesonen), die sich als Matrixfeld schreiben lassen.

Zunächst erläutern wir das Konzept der chiralen Symmetrie, die wir als Bauplan für

die effektive Theorie zugrundelegen. Wir geben eine qualitative Herleitung einer für die

Untersuchung der chiralen Symmetriebrechung geeigneten Wirkung an, die stark auf den

Ideen der exakten Renormierungsgruppengleichung beruht.Es muss betont werden, dass

diese Herleitung nicht streng, sondern phänomenologischmotiviert, ist. DieÜberlegungen

liefern schließlich die Anfangsbedingungen für das lineare Quark–Meson–Modell. Dies

wird der Ausgangspunkt für die Untersuchungen der folgenden Kapitel sein.

3.1 Chirale Symmetrie in der QCD

Die mikroskopische Theorie der starken Wechselwirkung beschreibt die Dynamik der Wech-

selwirkung zwischen Quarks und Gluonen. Mathematisch wirdsie durch eine nicht–abelsche

Eichtheorie mit folgender Lagrangedichte beschrieben:

LQCD = −1

2
trGµνG

µν

+
Nf∑

a=1

3∑

i,j=1

ψa,i
(
iγµDij

µ −ma

)
ψa,j

Gµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig [Aµ, Aν ]

Aµ ≡
8∑

α=1

Aαµ
λα

2

Dij
µ ψa ≡

[
∂µδ

ij − igAijµ
]
ψa

wobeiA die Gluonenfelder undψ die Quarkfelder sind, die durch die starke Kopplungg

wechselwirken.G ist der Feldstärketensor undD die kovariante Ableitung. Weiterhin gilt:

a = 1, . . . , Nf → Quark–flavor Index

i, j = 1, 2, 3 → Farbindizes zur3-Darstellung derSU(3)

λα → Gell–Mann Matrizen (Generatoren derSU(3)), α = 1, . . . , 8

γµ(µ = 0, . . . , 3) → Dirac’sche Gamma–Matrizen (alle Spinorindizes sind unterdrückt)
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Diese Feldtheorie ist hochgradig nicht–trivial. Bei hohenImpulsüberträgen lässt sich die

Störungstheorie mit guter Genauigkeit anwenden, jedoch versagt sie bei kleinen Energi-

en wegen des Phänomens des Confinements. Wir untersuchen daher eine (approximative)

Symmetrie der QCD-Lagrangedichte, um daraus ein effektives Modell zu gewinnen, das

auch bei kleinen Energien Berechnungen erlaubt.

Dazu zerlegen wir das Quarkfeld in einen links- und rechtsh¨andigen Teil:

ψ = ψL + ψR (3.1)

wobei

ψL =
1 − γ5

2
ψ ≡ PLψ

ψR =
1 + γ5

2
ψ ≡ PRψ

PL/R sind Projektionsoperatoren. An der Lagrangedichte (hier derÜbersichtlichkeit halber

nur für ein Flavor)

LQCD = −1

2
trGµνG

µν + ψLiγ
µDµψL + ψRiγ

µDµψR

− ψLMψψR − ψRMψψL

erkennt man, dass nur die Massenterme die rechts- und linkshändigen Felder koppeln. Im

Falle masseloser Quarks istLQCD daher invariant unter der sogenanntenchiralenSymme-

triegruppeUL(Nf ) × UR(Nf ) mit der Transformation:

ψR −→ URψR ; UR ∈ UR(Nf)

ψL −→ ULψL ; UL ∈ UL(Nf) . (3.2)

In der vollen Theorie der QCD ist diese Symmetrie natürlichnicht exakt, weil Quarks

eine Masse besitzen. Für die leichten Quarks (up, down, strange) sollte diese Symmetrie

aber näherungsweise realisiert sein, was im Hadronenspektrum erkennbar sein wird (siehe

unten).

Wie aus dem Experiment ersichtlich, lassen sich die leichten Hadronen aber Multipletts

bezüglich der GruppeSUV (Nf) zuordnen. Diese Tatsache lässt sich durch die Annahme

spontaner Symmetriebrechung erklären. Wir haben dies in Abbildung 2 schematisch dar-

gestellt: Die UntergruppeSUL(Nf)×SUR(Nf) wird spontan zuSUV (Nf) gebrochen. Die

UA(1) wird durch eine Anomalie gebrochen, wie sich zeigen lässt.Das wird uns aber in

dieser Arbeit nicht interessieren.

Nach dem Theorem von GOLDSTONE sollte es in einer Theorie mit spontan gebrochener
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SUV (Nf) × UV (1)

spontan
gebrochen

Baryonenzahl
Erhaltung

gebrochen durch
chirale Anomalie

SUL(Nf) × SUR(Nf) × UV (1) × UA(1) = UL(Nf ) × UR(Nf )

? ?

@
@

@R

@
@

@

�
�

�

Abbildung 2: Die spontan gebrochene chirale Symmetrie der QCD

SymmetrieSUA(Nf) genauN2
f − 1 masselose pseudoskalare Bosonen geben. Wegen der

expliziten Symmetriebrechung durch die Quarkmassen sollten daher im Hadronenspek-

trumN2
f − 1 annähernd masselose pseudoskalare Mesonen zu finden sein.Im Falle von

zwei und drei Flavor beobachtet man:

• Nf = 2: Die drei Pionen,π± undπ0 transformieren als Triplett unter derSUV (2)

und haben annähernd die gleiche Massemπ ≃ 135 MeV

• Nf = 3: Zu den Pionen kommen die vier Kaonen,K±, K0 undK
0
, mit MK ≃

495 MeV und dasη-Meson mitmη ≃ 550 MeV, die ein Oktett bezüglich derSUV (3)

bilden.

Diese Hadronen sind wesentlich leichter als der Rest des Spektrums und vor allem sind sie

leichter als ihre skalaren Partner, so dass sie zweifelsohne als Goldstone–Bosonen identi-

fiziert werden können.

Der Vollständigkeit halber wollen wir das gesamte Mesonenspektrum für zwei und drei

Flavor angeben, denn alle Teilchen werden im Quark–Meson–Modell auftauchen:

Nf = 2 : Pseudoskalare π±, π0, η′

Skalare a±0 , a
0
0, σ

Nf = 3 : Pseudoskalare π±, π0, η′, K±, K0, K
0
, η

Skalare a±0 , a
0
0, σ, K

∗±
0 , K∗0

0 , K
∗0
0 , f0
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6
kUV

>∼ 1.5 GeV Quarks, Gluonen QCD

kΦ

(600-700

MeV)

+Mesonen

〈ψ̄ψ〉 = 0

Lineares Quark–
Meson Modell

kχSB

(∼ 400

MeV)

-Quarks

χSB

〈ψ̄ψ〉 6= 0

Lineares oder

nicht–lineares

σ– Modell

ΛQCD

(∼ 200

MeV)

Confinement

IR

Abbildung 3: Die relevanten Skalen der QCD
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3.2 Die effektive Wirkung des Quark Meson Modells

Da wir eine effektive Theorie anstreben, die es uns erlaubt,die Physik im Impulsbereich

einiger100 MeV zu untersuchen, benötigen wir ein Verfahren, um von der berechenbaren

perturbativen QCD zu einer Skala zu extrapolieren, bei der sich Mesonen bilden.

Im perturbativ zugänglichen Regime der QCD, also auf einerSkalak > 1, 5 GeV,

sind die relevanten Freiheitsgrade die Quarks und Gluonen.Auf einer Skala unterhalb von

1 GeV beginnen sich die Mesonen zu formen und die Wechselwirkung zwischen Quarks

und Mesonen (YUKAWA –Kopplung) dominiert die starke Wechselwirkung. Unterhalb der

SkalakχSB, bei der die spontane Symmetriebrechung stattfindet, nimmtallerdings die star-

ke Kopplung zu, so dass man die gluonischen Einflüsse bei Annäherung anΛQCD, der

Skala, an der Confinement einsetzt, nicht mehr vernachlässigen kann.

Wegen ihrer großen Konstituentenmasse von≃ 300 MeV entkoppeln die Quarks aber

beik ≃ 300 MeV von der Evolution der mesonischen Freiheitsgrade. Da wir uns vor allem

für die Dynamik der Mesonen interessieren, werden die Einflüsse der starken Wechselwir-

kung keine allzu große Rolle spielen. Dies wird bei Betrachtung der Flussgleichungen im

nächsten Kapitel deutlicher. Für eine Untersuchung des Confinement ist dieser Standpunkt

jedoch ungeeignet. Wir haben deshalb gute Gründe anzunehmen, dass eine effektive Theo-

rie, welche Quarks und Mesonen als Freiheitsgrade beinhaltet, zumindest die mesonische

Physik gut beschreibt. Diese Annahme wird im nächsten Kapitel quantitativ verifiziert.

Zunächst wollen wir aber den Weg vom perturbativen Bereichder QCD zu einem effekti-

ven Quark–Meson–Modell beschreiben. Eine detaillierte Beschreibung findet der Leser in

[10]. Wir wollen hier nur die wesentlichen Schritte kurz erläutern. Die relevanten Skalen

der QCD sind in Abbildung 3 zur Verdeutlichung dargestellt.

Mit Γ
(QCD)
k [Aµ,Ψ,Ψ] bezeichnen wir die klassische Wirkung der QCD bei der Skalakp =

1.5 GeV, die sich störungstheoretisch zumindest im Prinzip berechnen lässt. In einem er-

sten Schritt werden nun die Gluonen mit Hilfe einer exakten Renormierungsgruppenglei-

chung aus einer störungstheoretisch berechneten Wirkungkomplett ausintegriert. Dazu

verringert man den IR-CutoffRk für die Gluonen nach Null, während der Cutoff für die

Quarks festgehalten wird. Sukzessive werden dann die Gluonen durch Lösen der Feld-

gleichung für die Gluonfelder als Funktionale der Quarkfelder eliminiert. Dies resultiert

in einer nichttrivialen Impulsabhängigkeit des Quarkpropagators und in nichtlokalen vier–

und mehr Quark–Wechselwirkungen.

Man behält in einer zweiten Näherung nur die 4–Quarkwechselwirkungen an der Ska-
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la kp bei. Die so erhaltene WirkungΓ(QCD)
kp

[Ψ,Ψ] dient als Anfangswert für eine weite-

re Renormierungsgruppenrechnung, um in einem zweiten Schritt von kp zur sogenannten

Compositeness–SkalakΦ zu gelangen. Damit bezeichnen wir die Impulsskala, bei der sich

bereits mesonische Zustände gebildet haben. Es wurde eineTrunkierung verwendet, die

die allgemeinste Impulsabhängigkeit erhält:

Γk[Ψ,Ψ] =
∫

d4p

(2π)4
Ψ
i
a(p)ZΨ,k(p)

[
p/ δab +mab(p)γ5 + im̃ab(p)

]
Ψib(p)

+
1

2

∫ (
4∏

l=1

d4pl
(2π)4

)
(2π)4 δ(p1 + p2 − p3 − p4)

× λ
(Ψ)
k (p1, p2, p3, p4)

{[
Ψ
i
a(−p1)Ψ

b
i(p2)

] [
Ψ
j
b(p4)Ψ

a
j (−p3)

]

−
[
Ψ
i
a(−p1)γ5Ψ

b
i(p2)

] [
Ψ
j
b(p4)γ5Ψ

a
j (−p3)

]}
. (3.3)

Als Anfangsbedingung fürλ(Ψ)
k wählt man den Austausch eines farbgeladenen Gluons

im t–Kanal. Bei der Renormierungsgruppenanalyse vonλ
(Ψ)
k zeigt sich an der Compo-

sitenessskalakΦ ≃ 630 MeV eine Impulsabhängigkeit, die den Austausch von farblosen

mesonische Zuständen darstellt (Bethe–Salpeter Faktorisierung):

λ
(Ψ)
kΦ

(p1, p2, p3, p4) = g(p1, p2)G̃(s)g(p3, p4) + . . . . (3.4)

Dieser Sachverhalt wird schematisch durch einen Feynmangraphen in Abbildung 4 veran-

schaulicht. Die obigen̈Uberlegungen führen nun zum dritten und letzten Schritt, nämlich

der Einführung von zusammengesetzten Mesonenfeldern an der Compositeness–Skala,

was einer Art Variablentransformation entspricht. Diese Ersetzung sollte es einfacher ma-

chen, geeignete Trunkierungen für die von uns angestrebteUntersuchung mesonischer

Physik zu finden. Wir geben hier nur das Ergebnis einer längeren Rechnung [11, 12, 13]

an und erläutern seine Konsequenzen:

Γ̂k = Γk −
1

2

∫
d4x tr

(
Φ†+ †Φ

)
(3.5)

Γk =
∫
d4xUk(Φ,Φ

†) (3.6)

+
∫

d4q

(2π)d

{
ZΦ,k(q)q

2 tr
[
Φ†(q)Φ(q)

]
+ ZΨ,k(q)Ψa(q)γ

µqµΨ
a(q)

+
∫ d4p

(2π)d
hk(−q, q − p)Ψ

a
(q)

(
1 + γ5

2
Φab(p) −

1 − γ5

2
Φ†
ab(−p)

)
Ψb(q − p)

}
.

Die leichten pseudoskalaren und skalaren Mesonen werden durch farb– neutrale Quark–

Antiquark ZuständeΦab ∼ Ψ
b
LΨ

a
R, a, b = 1, . . . , Nf dargestellt. Sie transformieren gemäß
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kp = 1.5 GeV kφ ≃ 630 MeV

Φba

ψ
i

a(p1) ψja(p3)

ψib(p2) ψ
j

b(p4)

ψ
i

a(p1) ψja(p3)

ψib(p2) ψ
j

b(p4)

Abbildung 4: Linkes Diagramm: Beitrag des 1–Gluon Austausches imt–Kanal zum 4–

Quark Vertex an der Skalakp ≃ 1.5 GeV. Rechtes Diagramm: skalarer Meson–Austausch

im s–Kanal an der Compositeness–SkalakΦ ≃ 630 MeV.

der (Nf ,Nf ) Darstellung der chiralen GruppeUL(Nf ) × UR(Nf ):

Φ −→ URΦU †
L . (3.7)

FürNf = 2 bzw.Nf = 3 beinhaltet das Mesonfeld gerade die am Ende des letzten Kapitels

angegebenen Mesonen.

Der inverse skalare Propagator an der SkalakΦ hängt mitG̃(q) in (3.4) folgendermaßen

zusammen:

G̃−1(q2) = 2m2
kΦ

+ 2ZΦ,kΦ(q)q2 . (3.8)

Dieses Ergebnis führt auf das effektive Mesonpotential bei kΦ:

UkΦ = m2
kΦ

trΦ†Φ + . . . (3.9)

wobei die Punkte durch die in (3.3) gemachte Näherung nichtspezifiziert werden können,

weil dazu höhere Ordnungen berücksichtigt werden müssten. Die nackte Masse wurde

bestimmt zu

mkΦ ≃ 120 MeV . (3.10)

Den Wert für die Yukawa–Kopplung an der Compositeness–Skala erhält man aus

hkΦ(−q, q − p) = g(−q, q − p) (3.11)
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was folgendermaßen normiert werden kann:hkΦ(0, 0) = g(0, 0) = 1.

Die chirale Symmetriebrechung wird erreicht, wenn das Mesonpotential einen endli-

chen Vakuum–Erwartungswert entwickelt:

〈
Φab

〉
= σ0δ

ab ; σ0 6= 0 . (3.12)

Neben dieser spontanen Symmetriebrechung finden wir aber auch die explizite Symme-

triebrechung durch die Quarkmassen im linearen Quellterm wieder. Die Quelle berechnet

sich aus der ursprünglichen Wirkung (3.3) zu:

 =
ZΨ,kΦ(0)

g(0, 0)G̃(0)
(mab + im̃ab) = 2ZΨ,kΦm

2
kΦ

diag(mu, md, ms) . (3.13)

Eine Herleitung dieser Relation findet man in [1].

3.3 Die Compositeness–Skala

In diesem Abschnitt wollen wir wiederholen, welche Form dieeffektive chirale Wirkung

an der Compositeness–Skala hat und wie die Anfangsbedingungen an dieser Skala für den

weiteren Fluss aussehen.

Dabei werden wir eine weitere Vereinfachung in Kauf nehmen,und zwar werden wir

die Impulsabhängigkeit der Wellenfunktionsrenormierungen sowie der Yukawakopplung

vernachlässigen. Es zeigt sich, dass diese Näherung bereits realistische Ergebnisse bringt.

Somit haben wir fürk < kΦ folgende mittlere effektive Wirkung:

Γ̂k = Γk −
1

2

∫
d4x tr

(
Φ†+ †Φ

)

Γk =
∫
d4x

{
ZΨ,kΨai∂/Ψa + ZΦ,k tr

[
∂µΦ

†∂µΦ
]
+ Uk(Φ,Φ

†)

+ hkΨ
a
(

1 + γ5

2
Φab −

1 − γ5

2
(Φ†)ab

)
Ψb

}
. (3.14)

Hätten wir die Impulsabhängigkeit der vier-Quark Wechselwirkung bereits in (3.3) ver-

nachlässigt, so ergäbe sichZΦ,kΦ = 0. Wir lassen aber an der Compositeness–Skala ein

durchaus nicht–verschwindendes, wenn auch kleinesZΦ,kΦ zu. Ausserdem verlangen wir,

dass im effektiven Potential (3.9) keine weiteren Terme auftreten, die die Symmetrie bre-

chen könnten. Desweiteren haben wir die NormierungsbedingungenhkΦ = ZΨ,kΦ = 1. Da-

mit, sowie durch die Festlegung der Quarkmassen sind alle Parameter an der Compositeness–

SkalakΦ festgelegt und wir können mit der Untersuchung der chiralen Symmetriebrechung

beginnen.
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Was erhoffen wir uns von solch einer effektiven Theorie? Zumeinen sollte sie spontane

Symmetriebrechung vorhersagen. Dies wird daran erkennbarsein, dassm2
k negativ wird

oder allgemeiner, das Minimum des PotentialsUk sich von Null wegbewegen sollte.

In das Modell ging als wesentlicher Bestandteil die chiraleSymmetrie ein. Nach Fixie-

rung der Parameterm2
kΦ

, kΦ und den Quarkmassen durch zum Beispiel die Pionzerfallskon-

stantefπ = 92.4 MeV, die Pionmassemπ = 135 MeV und der Konstituentenquarkmasse

Mq ≃ 330 MeV sollten daher keine Aussagen über die Symmetrierelationen zu erwarten

sein.

Wir hoffen aber, dass den Flussgleichungen zumindest ein partielles Fixpunktverhalten

unterhalb der Compositeness–Skala zugrundeliegt, d.h. dass das Modell fürk → 0 nur

schwach oder gar nicht von einigen der Anfangsbedingungen abhängt. In der Tat lässt

sich dies numerisch sowie analytisch (vgl. Kapitel 4.3) erkennen. Dieser Tatsache ist es

zu verdanken, dass verlässliche Aussagen über die Symmetrierelationen hinaus zu machen

sind.
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4 Chirale Dynamik im Quark–Meson–Modell

In diesem Kapitel wollen wir das lineare Quark Meson Modell für zwei Flavor untersuchen.

Zunächst geben wir eine gegenüber bisherigen Arbeiten [14] verbesserte Trunkierung der

effektiven Wirkung an. Dann wird die Herleitung der Flussgleichungen beschrieben. Diese

Gleichungen weisen ein partielles Fixpunktverhalten auf,das für die Vorhersagekraft des

Modells ausserordentlich wichtig ist. Die qualitative Lösung der Gleichungen, bei denen

die sogenannten Schwellenfunktionen eine wichtige Rolle spielen, wird diskutiert.

4.1 Trunkierung der effektiven Wirkung

Für den Fall von zwei Flavor (u und d) können wir das Quark–Meson–Modell (3.14)

weiter vereinfachen. Da die Massen desη′ sowie des skalaren Isotriplettsa0 relativ groß

gegenüber der Masse der Pionen und derσ Resonanz sind, können wir sie effektiv von der

Dynamik des Systems entkoppelt betrachten. Für den Fall zweier Quarks ist das möglich,

ohne die chirale Symmetrie zu verletzen, denn die chirale GruppeSUL(2) × SUR(2) ist

lokal isomorph zurO(4). Wir können also die Darstellung derSUL(2) × SUR(2) in zwei

(vektorielle) Darstellungen derO(4) zerlegen:

Φ =
1

2
(σ − iη′) +

1

2

(
ak + iπk

)
τk (4.1)

Die Matrizenτk, k = 1, 2, 3 sind die üblichen Paulimatrizen. Die Felder desη′ und a0

Isotripletts können aufgrund ihrer großen Massen vernachlässigt werden, so dass nun nur

noch vier Freiheitsgrade, nämlich dasσ und dieπ Felder, übrigbleiben. Ab jetzt bezeich-

nen wir dasO(4)–symmetrische Feldφ = (φ1, φ2, φ3, φ4) = (σ, π1, π2, π3). Das effek-

tive mittlere Potential wird in dieser Näherung eine Funktion von nur einer Invarianten

ρ = trΦ†Φ = 1
2
(σ2 + πiπi).

Wir wollen nun eine allgemeinere Trunkierung der effektiven Wirkung (3.14) zulas-

sen, indem wir einen weiteren Term in der Ableitungsentwicklung nach den Invarianten

mitnehmen:

Γk =
∫
ddx

{
Uk(ρ) +

1

2
ZΦ(k) ∂µφ

i∂µφi +
1

4
YΦ(k) ∂µρ∂

µρ

+Zψ(k)ψai∂/ ψ
a +

1

2
h(k)ψ

a



γφ1δab + i
4∑

j=2

φjτj



ψb



 (4.2)

Diese Form der Wirkung können wir noch einmal umschreiben,wenn wir nur Fluktua-

tionen linear in den Feldern untersuchen:φ = φ0 + χ, wobeiφ0 = const. undχ klein sein
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soll. Entwickeln wir die Ableitung nach Termen linear inχ um die konstante Hintergrund-

Feldkonfiguration(σ, πi) = (2σ0, 0), so enstehen zwei unterschiedliche Wellenfunktions-

renormierungen. Der Vakuumerwartungswert des Feldesσ0 = 〈Φ〉 (vgl. Kapitel 3.2) gibt

an, wann die spontane Symmetriebrechung einsetzt.

Zπ(k) = ZΦ(k)

Zσ(k) = ZΦ(k) + 2σ2
0YΦ(k) (4.3)

Man sieht, dass sich die beiden Wellenfunktionsrenormierungen erst in der gebrochenen

Phase voneinander unterscheiden werden. Der numerische Unterschied zwischen diesen

beiden Größen, genauer gesagt ihr Quotient, wird uns in dieser Arbeit interessieren.

Mit Hilfe von (4.3) schreiben wir die Trunkierung in der Form, mit der wir im folgenden

Verlauf arbeiten werden (wobei wir die Felder nun wieder mitφ bezeichnen):

Γk =
∫
ddx

{
Uk(ρ) +

1

2
Zσ(k) ∂µφ

1∂µφ1 +
1

2
Zπ(k)

4∑

i=2

∂µφ
i∂µφi

+Zψ(k)ψai∂/ ψ
a +

1

2
h(k)ψ

a



γφ1δab + i
4∑

j=2

φjτj



ψb



 (4.4)

Nach diesen Vorüberlegungen können wir die formalen Definitionen für das Potential

Uk(ρ), die radiale- und die Goldstone-Wellenfunktionsrenormierung,Zσ(k) undZπ(k), so-

wie die fermionische WellenfunktionsrenormierungZψ(k) und die Yukawakopplungh(k)

angeben, aus denen wir im nächsten Kapitel die Flussgleichungen extrahieren wollen:

Uk(ρ) :=
1

Ω
Γk |vac (mit Ω =

∫
ddx)

Zσ(k) := lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d
δ2Γk

δφ1(−Q)δφ1(p)

∣∣∣∣∣
vac

Zπ(k) :=
1

3
lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d

4∑

i=2

δ2Γk
δφi(−Q)δφi(p)

∣∣∣∣∣
vac

= lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫ ddp

(2π)d
δ2Γk

δφ2(−Q)δφ2(p)

∣∣∣∣∣
vac

Zψ(k) :=
2−d/2−1

Nc

lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d
tr

(
δ2Γk

δψa(p)δψ
a
(Q)

∣∣∣∣∣
vac

p/

)

h(k) :=
2−d/2

Nc
lim

Q,Q′→0

∫ ddp

(2π)d
tr

(
δ3Γk

δφ0(p)δψa(Q)δψ
a
(Q′)

∣∣∣∣∣
vac

γ

)
(4.5)
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Die Abkürzungvac bedeutet die Feldkonfiguration, an der obige Ausdrücke ausgewertet

werden:

(φ1, . . . , φ4) = (σ, πi) = (2σ0, 0) (4.6)

Das Minimum des Potentials liegt bei

ρ0 =
1

2
φiφi

∣∣∣∣
vac

= 2σ2
0 (4.7)

4.2 Flussgleichungen für dasO(4) Modell

Wir werden nun die Flussgleichungen für die Größen (4.5) berechnen. Dazu bilden wir die

t-Ableitung auf beiden Seiten von (4.5). Sie vertauscht mit den Integralen und den funk-

tionalen Ableitungen und wirkt schließlich direkt aufΓk. Die Abhängigkeit der effektiven

mittleren WirkungΓk von der Skalak wird durch die exakte Renormierungsgruppenglei-

chung (2.22) gegeben. Details der länglichen Rechnung sind im Anhang B zu finden.

Anstelle der Wellenfunktionsrenormierungen werden wir hier mit den anomalen Dimensio-

nen und dem Quotient der Wellenfunktionsrenormierungen arbeiten, die wie folgt definiert

sind:

ηψ := − d

dt
lnZψ

ησ := − d

dt
lnZσ

ηπ := − d

dt
lnZπ

δ :=
Zσ
Zπ

(4.8)

Das Ergebnis stellt ein System von gekoppelten partiellen und gewöhnlichen Differential-

gleichungen dar, das numerisch integriert werden muss. Damit werden wir uns im nächsten

Kapitel eingehend beschäftigen. Um die physikalische Diskussion transparenter zu gestal-

ten, gehen wir im Folgenden zu dimensionslosen und renormierten Feldern und Potentialen

über.

ρ̃ = Zπk
2−dρ

uk(ρ̃) = k−dUk(ρ)

h2 = Z−1
π Z−2

ψ kd−4h
2

(4.9)

Wir erhalten folgende Gleichungen:

d

dt
δ = δ(ηπ − ησ) (4.10)
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Für dasmittlere effektive Potential erhalten wir eine partielle Differentialgleichung ink

odert = ln(k/kΦ) und ρ̃:

∂

∂t
uk = −duk + (d− 2 + ηπ)ρ̃u

′
k

+ 2vd

{
3 l

d

0
(u′k; 1; ηπ) + l

d

0
(u′k + 2ρ̃u′′k; δ; ηπ) − 2

d
2
+1Ncl

(F)d
0 (

1

2
ρ̃h2; ηψ)

}

(4.11)

Diese Gleichung stellt das Herzstück der folgenden Untersuchungen dar. Um sie zu

lösen, brauchen wir noch die anomalen Dimensionen und die Yukawakopplung, für die wir

im Folgenden die Gleichungen angeben werden. Weiterhin gilt die wichtige Abkürzung

v−1
d ≡ 2d+1πd/2Γ(d/2) . (4.12)

In (4.11) sowie den folgenden Gleichungen tauchen die in Anhang A definierten dimen-

sionslosen Schwellenfunktionenldn und l(F )d
n auf. Die Argumente dieser Funktionen sind

dimensionslose renormierte Massen. Die Schwellenfunktionen sorgen dafür, dass große

Massen effektiv von der Dynamik des Systems entkoppeln. Ihre Bedeutung werden wir im

nächsten Abschnitt näher beleuchten, wenn wir die Flussgleichungen lösen.

Die anomalen Dimensionenwerden am Minimum des Potentials ausgewertet, d.h.

das Potential und seine Ableitungen sind beiρ̃ = ρ̃0: u
(i)
k ≡ u

(i)
k (ρ̃ = ρ̃0) angegeben. Der

Deutlichkeit halber definieren wir:κ = ρ̃0, εg = u′k(κ), λ = u′′k(κ) undλ′ = u′′′k (κ). Mit

diesen Definitionen erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

ηπ =
4vd
d

{
4κλ2

m
d

2,2(εg, εg + 2κλ; 1, δ; ηπ)

+ 2
d
2Nch

2
m

(F)d
4 (

1

2
κh2; ηψ) + 2

d
2
−1Nch

4κm
(F)d
2 (

1

2
κh2; ηψ)

}
(4.13)

ησ =
4vd
d

{
4κλ2

m
d

4,0(εg, 0; 1, 1; ηπ)

+ 4κ (3λ+ 2κλ′)
2
m

d

0,4(0, εg + 2κλ; 1, δ; ηπ)

+ 2
d
2Nch

2δ−1
m

(F)d
4 (

1

2
κh2; ηψ) − 2

d
2
−1Nch

4κ δ−1
m

(F)d
2 (

1

2
κh2; ηψ)

}
(4.14)

ηψ =
2vd
d
h2
{

3m
(FB)d
1,2 (

1

2
κh2, εg; 1; ηψ, ηπ) + m

(FB)d
1,2 (

1

2
κh2, εg + 2κλ; δ; ηψ, ηπ)

}

(4.15)



4.2 Flussgleichungen für dasO(4) Modell 31

Schreiben wir diese drei Größen in der Form

ηπ = A1 − A2ηπ − A3ηψ (4.16)

ηψ = A4 − A5ηπ − A6ηψ (4.17)

so erhalten wir nach Auflösen des Gleichungssystems:

ηπ =
A1(1 + A6) −A3A4

(1 + A2)(1 + A6) − A3A5
(4.18)

ηψ =
A1(1 + A2) −A1A5

(1 + A2)(1 + A6) − A3A5
(4.19)

Als letztes brauchen wir noch dieYukawa-Kopplung:

d

dt
h2 = (d− 4 + 2ηψ + ηπ) h

2

− 2vdh
4
{
3 l

(FB)d
1,1 (

1

2
κh2, εg; 1; ηψ, ηπ) − l

(FB)d
1,1 (

1

2
κh2, εg + 2κλ; δ; ηψ, ηπ)

}

+ 4vdh
4κ
{
3λ l

(FB)d
1,2 (

1

2
κh2, εg; 1; ηψ, ηπ)

− (3λ+ 2κλ′) l
(FB)d
1,2 (

1

2
κh2, εg + 2κλ; δ; ηψ, ηπ)

}

+ 2vdh
6κ
{
3l

(FB)d
2,1 (

1

2
κh2, εg; 1; ηψ, ηπ) − l

(FB)d
2,1 (

1

2
κh2, εg + 2κλ; δ; ηψ, ηπ)

}

(4.20)

Da wir an der Lage vom Minimum des Potentials interessiert sind, geben wir für diese

Größe eine eigene Gleichung an. Das volle Potential beinhaltet die explizite Symmetrieb-

rechung, die von der Quelle in der effektiven mittleren Wirkung, also den Quarkmassen,

herrührt:U = Uk − 〈Φ〉, wobei  k-unabhängig ist. Aus der Bedingung∂U
∂ρ

(ρ0) = 0

erhalten wir die Flussgleichung für dasMinimum κ (dimensionslos und renormiert):

d

dt
κ =

κ

εg + 2κλ

{
[ηπ − d− 2] εg − 2

∂

∂t
u′k(κ)

}
(4.21)

wobei

∂

∂t
u′k = (ηπ − 2)ρ̃u′k + (d− 2 + ηπ)ρ̃u

′′
k − 2vd

{
3u′′k l

d

1
(u′k; 1; ηπ)

+ (3u′′k + 2κu′′′k )ld
1

(u′k + 2ρ̃u′′k; δ; ηπ) − 2
d
2Nch

2
l
(F)d
1

(
1

2
ρ̃h2; ηψ

)}

(4.22)
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Die Flussgleichung fürκ lautet also

d

dt
κ = −(d− 2 + ηπ)κ+

4vdκ

εg + 2κλ

{
3λ l

d

1
(εg; 1; ηπ)

+ (3λ+ 2κλ′)ld
1

(εg + 2κλ; δ; ηπ) − 2
d
2Nch

2
l
(F)d
1

(
1

2
κh2; ηψ

)}
(4.23)

Alle hier auftauchenden Schwellenfunktionen sind im Anhang A definiert. Dieses System

von Gleichungen, das auf den ersten Blick hoffnungslos kompliziert erscheint, gilt es nun

zu verstehen und zu lösen.

4.3 Qualitative Ergebnisse: das partielle Fixpunkt–Verhalten

Ein wichtiger Bestandteil der Flussgleichungen (4.11) bis(4.23) sind die Schwellenfunk-

tionen, die im Anhang A explizit aufgeführt sind. Ihre genaue Form hängt von der Wahl

der Cutoff–FunktionRk ab. Die Argumente der Schwellenfunktionen sind die dimensions-

losen, renormierten bosonischen

u′k = U ′
k/(Zπk

2)

u′k + 2ρ̃u′′k = (U ′
k + 2ρU ′′

k )/(Zπk
2)

und die fermionische Teilchenmasse:

1

2
ρ̃h2 =

1

2
ρh

2
/(Z2

ψk
2)

Für große Werte fallen alle Schwellenfunktionen rasch ab und nähern sich dem Wert Null.

Damit wird das Entkoppeln der Moden mit Impulsen größer alsk2 beschrieben, was die

Flussgleichungen nun viel anschaulicher macht. In Abbildung 5.1 und 5.2 sind einige

Schwellenfunktionen exemplarisch dargestellt. An der Gleichung des Potentials (4.11)

erkennen wir jetzt, dass aufgrund der kleinen WellenfunktionsrenormierungZπ an der

StartskalakΦ die bosonischen Massen sehr groß werden und die Evolution von uk vom

fermionischen Beitrag bestimmt werden. Das negative Vorzeichen vor der fermionischen

Schwellenfunktion bewirkt, dass das Potential vor allem amUrsprung sehr schnell nach

unten gezogen wird, bis es ein Minimum ungleich Null entwickelt (zur Erinnerung: wir

starten mit einem symmetrischen Potentialu = m2ρ̃ + . . .). Die Symmetrie wird gebro-

chen. Zu diesem Zeitpunkt werden allerdings die bosonischen Massen klein werden, denn

k wird kleiner und die Steigung des Potentials um den Ursprunggeht gegen Null. Gleich-

zeitig können wir an der Gleichung für die Yukawa-Kopplung ablesen, dass deren Wert

rasch kleiner werden wird. Wenn das Modell also eine gute Beschreibung ist, sollten sich



4.3 Qualitative Ergebnisse: das partielle Fixpunkt–Verhalten 33

-1

0

1

2

3

4

5

6

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

m
(F )d
4

�
�

�

m
(F )d
2

�
�

�
��

w

5.1:m(F)d
4

(w) (durchgezogene Linie) undm(F)d
2

(w) (gestrichelte Linie)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 2 4 6 8 10

l
(B)d
0

���

l
(F )d
0

�
��

w

5.2: l(B)d
0

(w) (durchgezogene Linie) undl(F)d
0

(w) (gestrichelte Linie)

Abbildung 5: Einige Schwellenfunktionen



34 4. Chirale Dynamik im Quark–Meson–Modell

die bosonischen und fermionischen Beiträge kompensierenund das Potential sollte sich

nicht mehr weiter entwickeln.

Das eben beschriebene Verhalten lässt sich quantifizieren, wenn wir in den Flussglei-

chungen alle bosonischen und gemischt fermionisch–bosonischen Terme vernachlässigen.

Wir betrachten ausserdem ein quellenfreies System, also kein explizites Laufen des Mini-

mums. An der SkalakΦ und unterhalb, aber vor der Symmetriebrechung, ist dies aufgrund

der AnfangsbedingungZΦ ≪ 1 und der physikalischen Vorstellung vom Verhalten des

Systems gerechtfertigt. Diese Näherung ist solange gut, wie die bosonischen Massen groß

sind. Die Flussgleichungen nehmen folgende Form an:

∂

∂t
u = −du+ (d− 2 + ηπ) ρ̃u

′ − 2d/2+2Ncvd l
(F )d
0 (

1

2
ρ̃h2) ,

d

dt
h2 = ηπh

2 ,

ηπ = 2d/2+2Nc
vd
d
h2

ησ = 2d/2+2Nc
vd
d
h2δ−1

ηψ = 0

d

dt
δ = δ(ηπ − ησ) (4.24)

Dieses System von Gleichungen lässt sich explizit lösen [15]. Wir erhalten

h2(t) = Z−1
π (t) =

h2
I

1 − 2d/2+2Nc
vd

d
h2
It
, Zψ(t) = 1 ,

u(t, ρ̃) = e−dtuI(e
(d−2)tρ̃

h2(t)

h2
I

) − 2d/2+2Ncvd

∫ t

0
dre−drl

(F )d
0 (

1

2
h2(t)ρ̃e(d−2)r)

δ(t) = 1 . (4.25)

wobei uI(ρ̃) ≡ u(0, ρ̃) das Anfangspotential ist. Das Potential zeigt die erwartete Ent-

wicklung: für ein lineares Anfangspotential (Abbildung 7.1) ist die Symmetrie beit = −1

bereits gebrochen (Abbildung 7.2). Dies wurde durch die fermionischen Fluktuationen in-

duziert. Wenn, wie im vollen Modell der Fall, auch die bosonischen Fluktuationen berück-

sichtigt werden, wird die Symmetriebrechung natürlich nicht zum selben Zeitpunkt ein-

setzen. Die Yukawakopplung (Abbildung 8.2) fällt mit großen t schnell ab und strebt im

Infraroten auch ohne bosonische Fluktuationen gegen einenkonstanten Wert. Die bosoni-

sche Wellenfunktionsrenormierung (Abbildung 8.1) solltealso im Anfangslaufen der vol-

len Flussgleichungen einen linearen Anstieg zeigen.
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rithmischem Maßstab)

Betrachten wir die Evolution des Minimums des vollen Potentials, alsouk − 
√
ρ̃, so er-

kennen wir einen exponentiellen Verlauf. Das Minimum ändert sich über viele Größenord-

nungen (κ(t = 0) ≈ 10−7), wie in Abbildung 6 deutlich wird.

Die Lösung weist ein wichtiges Verhalten auf, das zentral für die Aussagekraft des Quark–

Meson–Modells ist. Im Folgenden setzen wir für den hier vorliegenden Falld = 4 und

damitv−1
4 = 32π2. Entwickelt man die Lösung um̃ρ = 0, so erhält man fürn > 2:

u(n)(t, 0)

h2n(t)
= e2(n−2)tu

(n)
I (0)

h2n
I

+
Nc

π2

(−1)n(n− 1)!

2n+2(n− 2)
l(F )4
n (0)

[
1 − e2(n−2)t

]
. (4.26)

Speziell fürn = 2 bekommt man:

u(2)(t, 0)

h2(t)
= 1 −

1 − u
(2)
I

(0)

h2
I

1 − Nc

8π2h
2
It

(4.27)

Das bedeutet, dass alle Anfangswerte der Kopplungen für kleiner werdendest rasch un-

wichtig werden undu(n)/h2n gegen einen Fixpunkt strebt. Numerisch sieht man auch, dass

dies typischerweise passiert, bevor derÜbergang von der symmetrischen in die gebrochene

Phase erreicht ist und die Näherung zusammenbricht. Der Anfangswert für die renormierte
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nackte Masse hingegen ist nicht zu vernachlässigen, wie man an

u′I(0)

h2
I

=
m2
kΦ

k2
Φ

(4.28)

sieht. Die relevanten Parameter des linearen Quark–Meson Modells für zwei Flavor sind

also auf die SkalakΦ und die Massem2
kΦ

beschränkt (neben der Quarkmassem̂). Interes-

sant wird die Frage sein, ob sich dieses Verhalten auf den Fall von drei Flavor übertragen

lässt.

Es sei an dieser Stelle bereits auf das alternierende Vorzeichen in der Entwicklung (4.26)

hingewiesen, das eine wichtige Rolle bei der numerischen Untersuchung spielen wird.

4.4 Berechnung der Parameter des Modells

Wie berechnen wir nun die relevanten Parameter des Modells?Aus der Theorie lassen sie

sich nicht ermitteln, also sind wir darauf angewiesen, sie an experimentelle Messwerte

oder an phänomenologische Daten aus anderen Modellen anzufitten. Wir brauchen also

drei Werte um die drei relevanten Parameter zu bestimmen. Hierzu bieten sich folgende

Zahlen an:

Pionenzerfallskonstantefπ = 92.4 MeV

Pionenmassemπ = 135 MeV

Konstituenten–QuarkmasseMq = (300 . . . 350) MeV

Da die Konstituenten–Quarkmasse relativ ungenau bestimmtist, kann man alternativ auch

einen Wert für das chirale Quarkkondensat
〈
ψψ

〉
aus anderen Rechnungen zur Fixierung

verwenden. In der hier verwendeten Trunkierung erhalten wir [15]

fπ,k = 2σ0,k ,

m2
π,k = Z

−1/2
π,k

m2
kΦ
m̂

σ0,k

,

Mq,k = hkσ0,k ,
〈
ψψ

〉

k
= −2m2

kΦ

[
Z

−1/2
π,k σ0,k − m̂

]
.

(4.29)

wobeiσ0,k das dimensionsbehaftete renormierte Minimum des Potentials ist, oder genauer

gesagt

σ0,k = k
√
κ/2 (4.30)
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undhk = Z
−1/2
π,k Z−1

ψ,khk. Damit ergibt sich als Strategie zur Fixierung der Parameter: Die

Pionzerfallskonstante setzt die SkalakΦ fest, wegenk = kΦe
t einerseits undk = fπ/

√
2κ

andererseits. Es bleiben dann noch zwei freie Parameter, die durch Variation vonm2
kΦ

und

m̂ an (4.29) angepasst werden sollen.

Eine echte Vorhersage des Modells ist die Masse desσ–Mesons, die in unserer Trunkierung

gegeben ist durch

m2
σ,k =

(
Z

−1/2
π,k

m2
kΦ
m̂

σ0,k
+ 4λkσ

2
0,k

)
δ−1 , (4.31)

wobeiλk = u′′k(κ) ist. Ihr Wert ist ein guter Test für die Brauchbarkeit des Modells. Expe-

rimentell [16] findet man einen Bereich von ungefähr400 MeV ≤ mσ,k ≤ 1200 MeV. Bis-

herige Untersuchungen [1] haben gezeigt, dass erst durch die Einbeziehung des strange–

Quarks realistische Werte zu erwarten sind. Dennoch ist eine Abschätzung durch unsere

verbesserte Trunkierung und damit durch den Wert vonδ eine wichtige Vorarbeit zum Test

des Modells.
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5 Numerische Analyse des Quark–Meson Modells

In diesem Kapitel sollen Ansätze für eine numerische Lösung der Flussgleichungen un-

tersucht werden. Zunächst werden die Probleme bei der Integration der Flussgleichungen

besprochen. Es stellt sich heraus, dass die Gleichungen einen hohen Grad an Instabilität

besitzen. Dies führt dazu, dass quantitativ exakte Aussagen mit herkömmlichen Verfahren

nur schwierig zu erzielen sind. Alternative Verfahren und Strategien werden erörtert und

die Ergebnisse besprochen.

5.1 Numerische Ans̈atze und Probleme

Um über die vielversprechende qualitative Analyse des linearen Quark–Meson–Modells

im letzten Kapitel hinaus quantitative Aussagen zu gewinnen, sind wir auf eine numerische

Integration der Flussgleichungen (4.10) bis (4.23) angewiesen. Es handelt sich bei diesen

Flussgleichungen um ein gekoppeltes System einer nichtlinearen partiellen Differential-

gleichung für das mittlere effektive Potential, und sechsgewöhnliche Differentialgleichun-

gen für die Größeδ, die WellenfunktionsrenormierungenZπ, Zσ undZψ, die Yukawakopp-

lungh2 und das Minimum des Potentialsκ. Als Anfangsbedingung sind das Potential und

alle eben genannten Größen an der SkalakΦ gegeben: wir haben es mit einem Anfangs-

wertproblem zu tun. Da die Ableitung nach der Skalat = ln(k/kΦ) isoliert auf einer Seite

der Gleichungen auftaucht, können wir das System als Zeitevolution auffassen.

Aufgrund der Eigenschaften der Schwellenfunktionen habenwir eine Vorstellung für

das Verhalten der Lösung. Die Frage ist, ob sich dieses auf die numerische Formulierung

übertragen lässt?

Bisherige Arbeiten (vgl. [17]) zu rein bosonischen Modellen (also ohne die fermioni-

schen Terme in den Gleichungen) legten es nahe, folgende Diskretisierung der Flussglei-

chungen zu verwenden: das Potential wird in der Variablenρ̃ auf ein Gitter gelegt, d.h. es

lebt auf den Punktenuk(ρ̃i) (i = 1, . . . , N mit N =Anzahl der Gitterpunkte). Gleichzei-

tig werden die Ableitungen des Potentials nachρ̃ aus den Werten des Potentials auf dem

Gitter berechnet, zum Beispiel als finite Differenzen (In dieser Arbeit wird ein Polynom

4. Grades durch fünf benachbarte Punkte gelegt, weil wir die dritte Ableitung benötigen,

etwa in der Flussgleichung des Minimums). Auf diese Weise haben wir die partielle Dif-

ferentialgleichung für das Potential inN gewöhnliche gekoppelte Differentialgleichungen

transformiert. Nun kann man auf Verfahren zur Integration gewöhnlicher Differentialglei-

chungen zurückgreifen. Bei den bosonischen Modellen hat sich ein Runge–Kutta Integrator

mit adaptiver Schrittweitenanpassung als günstig erwiesen, da er einen guten Kompromiss
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zwischen Genauigkeit und Schnelligkeit darstellt.

Um nun die Evolution des Potentials zu verfolgen, müssen wir uns auf einen geeig-

netenρ̃–Ausschnitt beschränken, da wir mit dem Computer nur einenendlichen Bereich

untersuchen können. Hierzu es ist nötig, die relevanten Skalen in unserem Problem zu ken-

nen: Zur Normierung setzen wir die Compositeness SkalakΦ = 1 und machen damit alle

Größen dimensionslos.kΦ = 1 wird am Ende der Evolution durch die Pionzerfallskonstan-

te bestimmt. Die Numerik wird dann von drei wichtigen Größen beherrscht, nämlich der

MassemkΦ, der WellenfunktionsrenormierungZπ (im linearen Quark–Meson Modell ist

dieser Wert klein≈ 10−4) und dem Wert des Minimumsκ an der Compositeness Skala,

der mit dem Wert der Quarkmasse zusammenhängt. Wir erwarten aus früheren Rechnun-

gen etwa folgende Größenordnungen (alle Werte sind ab jetzt relativ zur Compositeness

Skala angegeben, die von der Größenordnung600 MeV sein sollte, vgl. Kapitel 3.2):

mkΦ ≈ 10−1

m̂ ≈ 10−2

und damitκ ≈ 10−7

Für realistische Ergebnisse erwartet man, dass der Wert des Minimums am Ende der Evo-

lution bei10−2 liegt. Deshalb müssen wir versuchen, den Fluss des Potentialsminimums

über viele Größenordnungen zu verfolgen. Wir haben also sehr unterschiedliche Skalen

in unserem Problem. Die Numerik wird hierdurch sehr empfindlich für Rundungs- und

Trunkierungsfehler in der Diskretisierung. Weiterhin müssen in jedem Integrationsschritt

die Schwellenfunktionen numerisch integriert werden, wodurch ebenso Fehler eingetragen

werden.

In der Tat hat sich nach genauester Untersuchung gezeigt, dass sich das oben vorge-

schlagene Verfahren hochgradig instabil verhält. KleineStörungen im Potentialverlauf, die

durch die genannten Fehler induziert werden, schaukeln sich zu enorm großen Oszillatio-

nen auf und verursachen unsinnige Ergebnisse.

5.2 Neue Strategien zur Integration der Flussgleichungen

Die im letzten Abschnitt angesprochenen Instabilitäten kommen mitunter daher, dass die

Ableitungen des Potentials lokal durch ein Polynom vierterOrdnung berechnet werden,

was den Oszillationen Nahrung gibt. Ausserdem kommt die in Abschnitt 4.3 besproche-

ne Komplikation hinzu, dass die Koeffizienten der nach Kopplungen entwickelten Lösung
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alternierende Vorzeichen haben. Das führt dazu, dass selbst wenn man einen großen Aus-

schnitt des Potentials betrachtet, am rechten Rand – also f¨ur großeρ̃ – sehr schnell Oszil-

lationen entstehen.

An dieser Stelle kann man sich durchaus eine stabilere Methode vorstellen: Aus allge-

meinen Betrachtungen [7] weiss man, dassUk(ρ) ≥ −p0, wobeip0 eine positive Konstante

ist. Diese Information könnte man direkt in die Berechnungder Ableitungen einfließen

lassen, um die Integration des Potentials zu stabilisieren. Arbeiten hierzu sind im Gange.

Ein anderer Ansatz funktioniert folgendermassen: Da wir die analytische Lösung für

den Anfang der Evolution näherungsweise kennen, ließe sich diese Information verwen-

den, um das Anfangslaufen des Potentials zu stabilisieren.Die Idee ist, die Differenz der

vollen Lösung minus der Fixpunkt–Lösung (so nennen wir abjetzt die Lösung aus dem

Abschnitt 4.3) in geeigneter Weise zu entwickeln und nur diese Entwicklungskoeffizienten

zu integrieren. Die Vermutung ist, dass diese Differenz nicht sehr groß ist und sich zum

Beispiel durch ein Polynom entwickeln lässt. In der Realisierung hat sich gezeigt, dass die

Differenz bis zu einer gewissen Skala in der Nähe der Symmetriebrechung in der Tat klein

bleibt, dies aber für die Koeffizienten des Polynoms nicht gilt. Ein globaler polynomialer

Ansatz scheint daher nicht unbedingt gerechtfertigt. Mit Blick auf den Fall von drei Flavor

scheint diese Methode auch nicht allgemein genug. Denn das Fixpunkt–Verhalten gilt in

diesem Fall als nicht bewiesene Tatsache.

Die auftretenden Instabilitäten kommen – wie bereits erw¨ahnt – daher, dass sich kleine

Störungen rasch verstärken. Eine Möglichkeit die Integration zu stabilisieren besteht darin,

das Potential in jedem Integrationsschritt zu glätten, sodass die Oszillationen erst gar nicht

auftreten können. In Anbetracht der Regelmäßigkeit der Oszillationen scheint dies plau-

sibel. Wie ist das möglich? Angesichts des erwarteten Verlaufs der Lösung, ist die Form

des Potentials stets annähernd polynomial. Es liegt dahernahe, stückweise Polynome an

das Potential anzufitten und aus diesem Fit die Ableitungen zu berechnen. Dies sollte eine

bessere Näherung liefern, als global ein Polynom anzusetzen und garantiert die Stabilität

der Lösung.

Bei dieser Methode ist es allerdings nicht einfach, Aussagen über die numerischen Feh-

ler zu machen. Dies wäre aber ohnehin schwierig und auch im Falle von Trunkierungen des

Potentials nicht möglich. Durch Erhöhung der Anzahl der angefitteten Polynome lässt sich

allerdings abschätzen, ob die Näherung in die richtige Richtung verläuft. Diese Methode

wurde unter anderem mit der Differentialgleichung für dasFixpunkt–Potential und boso-
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nischenO(N) Modellen im Falle großerN getestet, wo analytische Lösungen vorliegen.

In allen Fällen lieferte es hervorragendeÜbereinstimmung. Man kann also zumindest am

Anfang der Evolution bis zum Zeitpunkt der Symmetriebrechung eine hohe Genauigkeit

erwarten. In diesem Bereich ist ausserdem der Wert des Minimums noch sehr klein und

somit ist der Fehler bei der Berechnungκ–abhängiger Größen in den Termen der Fluss-

gleichungen gering.

In Ermangelung eines stabilen Integrators werden wir eben vorgeschlagenes Verfahren

daher verwenden, um im nächsten Abschnitt quantitative Ergebnisse zu gewinnen. Neben

seiner Stabilität erweist sich dieses Verfahren auch als ¨außerst schnell. Zu Details der Im-

plementierung siehe Anhang D.

Damit ist die Suche nach stabilen Verfahren natürlich nicht beendet. Implizite oder

halb–implizite Verfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen sorgen für wesentlich

mehr Stabilität, sind aber gleichzeitig auch um einiges teurer, da mehr Information über

die rechten Seiten benötigt wird. Hier wurde bereits Vorarbeit geleistet (siehe Anhang D).

Zusammen mit einer stabilen Ableitungsbestimmung kann manzuversichtlich sein, ein

stabiles Verfahren an die Hand zu bekommen, um im Fall von drei Flavor nicht mit den

gleichen Problemen konfrontiert zu werden.

5.3 Quantitative Ergebnisse

Für die Numerik ist es vorteilhaft, die Flussgleichungen für dimensionsbehaftete Größen

zu untersuchen, denn wir erwarten, dass der Fluss des Minimums fürk → 0 stationär wird.

Dies ist natürlich nicht der Fall, wenn wir dimensionsloseGrößen betrachten. Wir behalten

weiterhinkΦ = 1 bei.

Wenden wir das Verfahren, wie im letzten Abschnitt besprochen, auf die Flussgleichun-

gen an, so finden wir in der anfänglichen Evolution tatsächlich das qualitative Verhalten

wieder, das wir in Abschnitt 4.3 analytisch untersucht haben. Das Potential wird in der

Nähe des Ursprungs, also für kleineρ̃, stark nach unten gekrümmt. In dem Bereich um

t ≈ 0.4 wird die Symmetrie des mittleren effektiven Potentials gebrochen. Dies entspricht

etwa 300 bis 400 MeV. Nun werden die bosonischen Fluktuationen relevant. Sie been-

den das Laufen des Minimums und kämpfen gegen die fermionischen Fluktuationen an.

Dieser Wiederstreit in der Nähe voñρ = 0 spiegelt sich darin wieder, dass das Potential

langsam konvex wird. Hier kann es passieren, dass die Argumente der Schwellenfunk-
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tionen sinnlos werden, falls sie kleiner werden als der Wertdes Minimums der Funktion

p(y) + y(δ + 1), der Pol der bosonischen Schwellenfunktionen. Das hängt damit zusam-

men, dassΓk+Cutoff durch eine Legendretransformation ausWk hervorgeht und damit

konvex ist. Doch ist in diesem Fall das analytische Verhalten der Lösung bekannt [7]

und man kann diesen Bereich von der numerischen Behandlung ausschließen. Für prakti-

sche Zwecke dieser Arbeit genügt es zum Beispiel zu einer modifizierten Cutoff–Funktion

überzugehen:Rk → 4Rk, was deren allgemeine Eigenschaften (vgl. Kapitel 2.2) nicht

beeinträchtigt.

Es ist zu bemerken, dass das Verhalten der Lösung in dem zuletzt genannten Regime

möglicherweise von unserem Verfahren nicht sehr exakt erfasst wird, da das Potential in

dem Bereich um̃ρ = 0 sehr stark variiert. Da sich der Fluss des Minimums und der bosoni-

schen Wellenfunktionsrenormierung zu diesem Zeitpunkt nicht mehr stark ändern, hoffen

wir deshalb auf quantitativ akzeptable Ergebnisse. Der typische Fluss ist zur Verdeutli-

chung in den Abbildung 9.1 bis 11.2 dargestellt. Aus phänomenologischen Rechnungen

für den 3–Flavor Fall [1] erwartete man, dass der Quotient aus Goldstone- und radialer

Wellenfunktionsrenormierung deutlich kleiner als1 wird. Dies können wir auch in unse-

rer verbesserten Trunkierung erkennen. Wir erwarten dadurch einen größeren Wert von

mσ (da nach (4.31) gilt:mσ ∼ δ−1) gegenüber einer Trunkierung ohne Unterscheidung

der Goldstone- und der radialen Wellenfunktionsrenormierung. Man sieht in Abbildung

10.1 deutlich, wie dieser Unterschied erst mit Beginn der gebrochenen Phase zu Tage tritt.

Würde man das Potential noch weiter nach kleinerent verfolgen, so könnte man das Kon-

vexwerden beobachten. Da wir aber primär an dem Wert des Minimums interessiert sind,

können wir beit ≈ −3 die Evolution beenden, da sich keine Größe mehr ändert.

Die Anpassung der Parameter an die phänomenologischen Werte erfolgt folgendermas-

sen: wir berechnen für den Bereich, in dem wir vernünftigeWerte der Parameter erwarten,

die phänomenologischen Werte als Funktion vonmkΦ undm̂. Die Pionzerfallskonstantefπ
setzt zunächst die Compositeness–SkalakΦ fest. An den resultierenden Verläufen bestim-

men wir die besten̈Ubereinstimmungen.

Nach Anpassung realistischer Werte fürfπ ≈ 92 MeV undmπ ≈ 135 MeV erhalten wir

zum Bespiel für die Parameters des Modells

kΦ ≈ 520 MeV

mkΦ ≈ 82 MeV

m̂ ≈ 18 MeV
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und somit für die Werte am Ende der Evolutionk → 0

Mq ≈ 220 MeV
〈
ψψ

〉

0
≈ −(162 MeV)3

mσ ≈ 420 MeV

Diese Parameter entsprechen ziemlich genau den Werten früherer Berechnungen [1], in

denen ein trunkiertes Potential angesetzt wurde, und den Erwartungen aus Abschnitt 3.2.

Allerdings resultiert ein etwas abweichender Wert für dieKonstituentenquarkmasseMq,

der zu niedrig erscheint. Diese Abweichung hat folgende mögliche Ursachen: a) unser

numerisches Verfahren wird gegen Ende der Evolution ungenau, b) frühere Trunkierungen

des Potentials liefern ungenaue Werte oder c) die Trunkierung der mittleren effektiven

Wirkung ist ungenügend. Um den Wert vonMq näher an den realistischen Wert von300−
350 MeV kommen zu lassen, finden wir – wiederum für obige Werte vonfπ undmπ den

Satz von Parametern

kΦ ≈ 480 MeV

mkΦ ≈ 60 MeV

m̂ ≈ 30 MeV

und somit für die Werte am Ende der Evolutionk → 0

Mq ≈ 270 MeV
〈
ψψ

〉

0
≈ −(140 MeV)3

mσ ≈ 600 MeV

Auf diese Weise erhalten wir einen größeren Wert fürmσ. Dennoch sind in beiden Fällen

die Stromquarkmassen̂m um eine Größenordnung zu hoch. Dies ist ein Indiz dafür, dass

bei der Dynamik der Mesonen auf der Skala der chiralen Symmetriebrechung das strange–

Quark eine wichtige Rolle spielt und nicht vernachlässigtwerden darf. Es ist weiterhin

festzuhalten, dass der Wert der Pionzerfallskonstante unddes chiralen Kondensates nur

wenig von der Einstellung der Parameter an der Compositeness–SkalakΦ abhängen, wie

sich exemplarisch an obigen Parametersätzen ablesen lässt.

Für die Untersuchung nicht–universeller Eigenschaften bei endlicher Temperatur ist

die Größef (0)
π = fπ(m̂ = 0) von Interesse [1]. Wir verwenden zur Eichung den ersten
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Abbildung 12: Pionzerfallskonstantefπ in MeV als Funktion vonm̂/m̂phys

Parametersatz und erhalten die in Abbildung 12 dargestellte Abhängigkeit der Pionzer-

fallskonstantefπ von m̂/m̂phys, wobeim̂phys der geeichte Wert der Quarkmasse ist. Auch

hier lässt sich gut erkennen, wie wenig das Ergebnis von derAnfangsbedingung abhängt.

Es ist zu bemerken, dass besonders für kleine Werte vonm̂/m̂phys numerische Ungenau-

igkeiten auftreten können. Dies ist hier möglicherweiseder Fall, denn in erster Ordnung

berechnet man [1]

fπ − f (0)
π =

fπm
2
π

m2
σ

, (5.1)

was nicht konsistent mit Abbildung 12 ist, da hier die Differenz fπ − f (0)
π negativ ist.

Dennoch ist die Abweichung zwischenfπ und f (0)
π nicht sehr groß und sollte mit einer

genaueren numerischen Methode (vgl. Abschnitt 5.2) verbessert werden.

Alles in allem geben die hier gefundenen Werte das Vertrauen, dass wir uns auf dem

richtigen Weg befinden, um zu quantitativ genauen Aussagen im Rahmen des drei–Flavor–

Modells zu gelangen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben versucht in dieser Arbeit zu zeigen, dass die effektive Theorie, die das lineare

Quark–Meson Modell genannt wird, eine erfolgreiche qualitative sowie quantitative Be-

schreibung der chiralen Dynamik, insbesondere der spontanen Symmetriebrechung, liefert.

Da wir an einem Energiebereich interessiert sind, an dem diestarke Wechselwirkung mit

perturbativen Methoden nicht zugänglich ist, haben wir zunächst den Formalismus der

mittleren effektiven Wirkung und ihrer Skalenabhängigkeit dargelegt. Er verschafft einen

formalen sowie intuitiven Zugang zu diesem Regime. Mit Hilfe der Sprache dieses For-

malismus und phänomenologischen Argumenten gelingt eineplausible Herleitung eines

Modells an der Compositeness–Skala, an der sich leichte Mesonen zu formen beginnen.

Diese Betrachtungen lieferten eine Trunkierung der mittleren effektive Wirkung, die wir

gegenüber früheren Arbeiten verbesserten:

Γk =
∫
ddx

{
Uk(ρ) +

1

2
Zσ(k) ∂µφ

1∂µφ1 +
1

2
Zπ(k)

4∑

i=2

∂µφ
i∂µφi

+Zψ(k)ψai∂/ ψ
a +

1

2
h(k)ψ

a



γφ1δab + i
4∑

j=2

φjτj



ψb





Wir konzentrierten uns in dieser Arbeit auf den Fall zweier Quark–Flavor, da hier be-

reits methodische Probleme auftreten, die sich im komplizierteren Fall dreier Flavor wie-

derholen werden, aber wichtige Merkmale des Modells bereits hier zutage treten.

Aus der trunkierten Wirkung wurden in einem nächsten Schritt die Evolutionsgleichun-

gen des mittleren effektiven mesonischen PotentialsUk(ρ), der Wellenfunktionsrenormie-

rungenZπ(k), Zσ(k), Zψ(k) und der Yukawakopplungh(k) berechnet. Die in diesen Glei-

chungen auftretenden Schwellenfunkionen erlauben eine anschauliche qualitative Diskus-

sion. Mehr noch findet man ein partielles Fixpunktverhaltenin der Lösung, was dazu führt,

dass die Lösung der Gleichung nur noch von wenigen relevanten Parametern abhängt, die

aus phänomonologischen Größen bestimmt werden können.Dies hat große Auswirkungen

auf die Vorhersagekraft des Modells.

Die oben angesprochenen methodischen Probleme treten bei der Lösung der Flussglei-

chung für das Potential auf. Es handelt sich dabei um eine nichtlineare partielle Diffe-

rentialgleichung, die numerisch instabil ist. Wir fanden ein Verfahren, dass die Gleichung
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trotzdem stabil löst, indem man das Potential stückweisepolynomial approximiert. Wegen

der Struktur der Flussgleichungen und numerischen Tests erwarten wir, dass dieses Ver-

fahren quantitativ gute Ergebnisse erzielt. Die Symmetriebrechung lässt sich an der vollen

Lösung der Flussgleichung für das Potential in einem Bereich von300 bis 400 MeV fest-

stellen. Für die Größeδ = Zσ/Zπ finden wir einen aus phänomenologischen Rechnungen

vorhergesagten Wert kleiner als1 und die Masse derσ–Resonanz liegt im einem experi-

mentell erlaubten Bereich von400 bis600 MeV. Die Konstituenten–Quarkmasse stellt sich

als zu klein heraus, wenn man versucht realistische Werte f¨ur die Parameter, insbesonde-

re die nackten Quarkmasse, einzustellen. Dies deutet wahrscheinlich darauf hin, dass der

Einfluss des strange Quarks nicht zu vernachlässigen ist und in die Berechnung einbezo-

gen werden muss. Generell ist festzustellen, dass das Modell recht robust gegenüber der

Variation der Anfangsbedingungen ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit bestätigen frühere Arbeiten, in denen die Flussgleichung

für ein trunkiertes Potential gelöst wurde. Sie weichen nicht sehr stark von den früheren

Rechnungen ab. Untersuchungen am drei–Flavor–Fall haben gezeigt, dass man mit ähn-

lichen numerischen Problemen zu kämpfen haben wird, wie imFalle zweier Flavor. Aus

diesen Gründen wurde in dieser Arbeit ein großes Gewicht auf die Weiterentwicklung nu-

merischer Strategien gelegt, die auch im Falle dreier Flavor eingesetzt werden können.

Der nächste Schritt sollte deshalb die numerische Untersuchung der Flussgleichun-

gen des drei–Flavor–Falles sein. Dort wird man insbesondere daran interessiert sein, das

Fixpunktverhalten beiT = 0, das imO(4)–Modell eine große Bedeutung hatte, wieder-

zufinden. Eine Untersuchung des Quark–Meson Modells zweierFlavor bei endlicher Tem-

peratur und Baryonzahldichte wurde hier vernachlässigt,um die Numerik voranzutreiben.

Dieses Projekt im Rahmen des drei–Flavor–Falles angehen zukönnen, ist durch vorliegen-

de Bemühungen hoffentlich näher gerückt. Gleichzeitigzu den theoretischen Bemühungen

hofft man nämlich auf experimentelle Signaturen von Phasenübergängen in Kollisionen

mit Schwerionen.



A. Schwellenfunktionen 53

A Schwellenfunktionen

In diesem Anhang geben wir eine vollständige Liste aller dimensionslosen Schwellenfunk-

tionen, die in den Flussgleichungen und den Ausdrücken für die anomalen Dimensionen

beiT = 0 auftauchen. Sie beinhalten den inversen skalaren mittleren PropagatorP (q) und

den entsprechenden fermionischen PropagatorPF , die wie folgt gewählt werden können:

PF (q) = P (q) ≡ q2 (1 + rF (q))2 . (A.1)

Wir benützen die Abkürzungen

x = q2 , P (x) ≡ P (q) , Ṗ (x) ≡ ∂

∂x
P (x) ,

∂̂

∂t
Ṗ ≡ ∂

∂x

∂̂

∂t
P , (A.2)

etc., und die formale Definition

∂̂

∂t
≡ 1

Zπ(k)

∂Rk,B

∂t

∂

∂P
+

2

Zψ(k)

PF
1 + rF

∂ [Zψ(k)rF ]

∂t

∂

∂PF
. (A.3)

Die bosonischen Schwellenfunktionen lauten dann

ldn(w; δ; ηπ) = ldn(w; δ) − ηπ l̂
d
n(w, δ)

=
n+ δn,0

2
k2n−d

∫ ∞

0
dx x

d
2
−1

(
1

Zπ(k)

∂Rk,B

∂t

)(
P + x(δ − 1) + wk2

)−(n+1)

ldn1,n2
(w1, w2; δ1, δ2; ηπ) = ldn1,n2

(w1, w2; δ1, δ2) − ηπ l̂
d
n1,n2

(w1, w2; δ1, δ2)

= −1

2
k2(n1+n2)−d

∫ ∞

0
dx x

d
2
−1 ×

∂̂

∂t

{(
P + x(δ1 − 1) + w1k

2
)−n1

(
P + x(δ2 − 1) + w2k

2
)−n2

}

(A.4)

wobei n, n1, n2 ≥ 0 angenommen wird. Fürn 6= 0 können die Funktionenldn auch ge-

schrieben werden als

ldn(w; δ; ηπ) = −1

2
k2n−d

∫ ∞

0
dxx

d
2
−1 ∂̂

∂t

(
P + x(δ − 1) + wk2

)−n
. (A.5)

Die fermionischen Funktionen sind analog dazu definiert als

l(F )d
n (w; ηψ) = l(F )d

n (w) − ηψ ľ
(F )d
n (w)

= (n + δn,0) k
2n−d

∫ ∞

0
dx x

d
2
−1 1

Zψ(k)

PF
1 + rF

∂ [Zψ(k)rF ]

∂t

(
P + wk2

)−(n+1)
.

(A.6)



54 A. Schwellenfunktionen

Ausserdem benötigen wir

l(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ; ηψ, ηπ) = l(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ) − ηψ ľ
(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ) − ηπ l̂
(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ)

= −1

2
k2(n1+n2)−d

∫ ∞

0
dx x

d
2
−1 ×

∂̂

∂t

{
1

[PF (x) + k2w1]n1[P (x) + x(δ − 1) + k2w2]n2

}

md
n1,n2

(w1, w2; δ1, δ2; ηπ) = md
n1,n2

(w1, w2; δ1, δ2) − ηπm̂
d
n1,n2

(w1, w2; δ1, δ2)

= −1

2
k2(n1+n2−1)−d

∫ ∞

0
dx x

d
2 ×

∂̂

∂t

{
Ṗ (x) + (δ1 − 1)

[P (x) + x(δ1 − 1) + k2w1]n1

Ṗ (x) + (δ2 − 1)

[P (x) + x(δ2 − 1) + k2w2]n2

}

m(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ; ηψ, ηπ) = m(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ) − ηψm̌
(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ)

− ηπm̂
(FB)d
n1,n2

(w1, w2; δ)

= −1

2
k2(n1+n2−1)−d

∫ ∞

0
dx x

d
2 ×

∂̂

∂t

{
1 + rF (x)

[PF (x) + k2w1]n1

Ṗ (x) + (δ − 1)

[P (x) + x(δ − 1) + k2w2]n2

}
.

m
(F )d
4 (w; ηψ) = m

(F )d
4 (w) − ηψm̌

(F )d
4 (w)

= −1

2
k4−d

∫ ∞

0
dx x

d
2
+1 ∂̂

∂t

(
∂

∂x

1 + rF (x)

PF (x) + k2w

)2

m
(F )d
2 (w; ηψ) = m

(F )d
2 (w) − ηψm̌

(F )d
2 (w)

= −1

2
k6−d

∫ ∞

0
dx x

d
2
∂̂

∂t

(
ṖF (x)

[PF (x) + k2w]2

)2

(A.7)

Die Abhängigkeit der Schwellenfunktionen von den anomalen Dimensionen kommt von

der t-Ableitung, die aufZπ(k) und Zψ(k) innerhalb der AusdrückeRk,B und Zψ(k)rF
wirkt. Für δ = 1 bzw.δ1 = δ2 = 1 gehen diese Funktionen in die üblichen Schwellenfunk-

tionen über, wie man sie für den FallZσ ≈ Zπ kennt. In der hier angegebenen Form muss

man noch die∂̂t–Ableitung ausführen, um die in numerischen Rechnungen verwendbare

Fassung der Flussgleichungen zu erhalten (vgl. zum Beispiel Anhang von [14]).
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B Berechnung der Flussgleichungen

In diesem Anhang wollen wir die Herleitung der Flussgleichungen derk-abhängigen Größen

aus ihren Definitionen exemplarisch skizzieren. Wir tun dies am Beispiel der pionischen

WellenfunktionsrenormierungZπ(k). Alle anderen Rechungen verlaufen sehr ähnlich. Zu

Rechnungen, die fermionische Ableitungen enthalten, werden am Ende des Abschnitts

noch einige Bemerkungen gemacht.

Die Definition der skalarenWellenfunktionsrenormierung Zπ lautete:

Zπ(k) :=
1

3
lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d

4∑

i=2

δ2Γk
δφi(−Q)δφi(p)

∣∣∣∣∣
vac

= lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫ ddp

(2π)d
δ2Γk

δφ2(−Q)δφ2(p)

∣∣∣∣∣
vac

(B.1)

Zur Berechnung des Flusses vonZπ wenden wir eine∂t Ableitung auf beide Seiten der

Definition an und erhalten nach Ersetzen von∂tΓk durch die exakte Renormierungsgrup-

pengleichung (2.22)

∂tZπ = lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d





1

2
Tr



 δ2

δφ1(−Q)δφ1(p)

(
1

Γ
(2)
k + Rk

)

BB

∂tRk,B





− Tr



 δ2

δφ1(−Q)δφ1(p)

(
1

Γ
(2)
k + Rk

)

FF

∂tRk,F








 (B.2)

wobei die Anmerkung, dass die Ausdrücke an der Vakuumkonfiguration ausgewertet wer-

den, von nun ab nicht mehr explizit dazugeschrieben wird.

Ein wesentlicher Teil der weiteren Rechung stellt die Berechnung der beiden Spuren in

obiger Gleichung dar. Wir erhalten

δ2

δφ1(−Q)δφ1(p)

(
1

Γ
(2)
k + Rk

)
= − 1

Γ
(2)
k + Rk

δ2Γ
(2)
k

δφ1(−Q)δφ1(p)

1

Γ
(2)
k + Rk

+
1

Γ
(2)
k + Rk

δΓ
(2)
k

δφ1(−Q)

1

Γ
(2)
k + Rk

δΓ
(2)
k

δφ1(p)

1

Γ
(2)
k + Rk

+
1

Γ
(2)
k + Rk

δΓ
(2)
k

δφ1(p)

1

Γ
(2)
k + Rk

δΓ
(2)
k

δφ1(−Q)

1

Γ
(2)
k + Rk

(B.3)

In der Trunkierung für dasO(4) Modell haben die Matrizen folgende Struktur:

1

Γ
(2)
k + Rk

=




GBB 0 0

0 0 GFF

0 GFF 0



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δ2Γ
(2)
k

δφ1(−Q)δφ1(p)
=




BBB 0 0

0 0 0

0 0 0




δΓ
(2)
k

δφ1(p)
=




ABB(p) 0 0

0 0 AFF (p)

0 AFF (p) 0


 (B.4)

wobeiG,A undB Matrizen sind. Die MatrizenG sehen zum Beispiel folgendermaßen aus

(die Indizesi, j ∈ {0, . . . , 3} repräsentieren Meson-Flavor):

GFF (q, q′) = −δ(q, q
′)

GF (q)

{
Zψq/ (1 + rF (q)) +

1

2
hφ0γ

}

GFF (q, q′) = −GFF (q, q′)

Gij
BB(q, q′) = − δ(q, q′)

GB1(q)

{
δij −

φ2
0U

′′
k + q2(Zσ − Zπ)

GB2(q)
δi0δj0

}

(B.5)

mit den wichtigen Abkürzungen:

GF (q) = Z2
ψq

2(1 + rF (q))2 +
1

4
h

2
φ2

0

GB1(q) = q2Zπ +Rk,B + U ′
k

GB2(q) = q2Zσ +Rk,B + U ′
k + φ2

0U
′′
k (B.6)

Die Ausdrücke für die MatrizenA undB erhält man entsprechend durch mehrfaches Dif-

ferenzieren der Trunkierung der mittleren effektiven Wirkung (4.4). Zur Algebra der eukli-

dischenγ-Matrizen siehe Anhang C.

Nach Multiplikation aller Matrizen und anschließender Spurbildung, zunächst nur über den

Boson-Fermion-Antifermion Raum, hat die Flussgleichung die Form

∂tZπ = lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d

{
−1

2
Tr [GBBBBBGBB] ∂tRk,B

+
1

2
Tr [GBBABB(−Q)GBBABB(p)GBB + (−Q ↔ p)] ∂tRk,B

− Tr [GFFAFF (−Q)GFFAFF (p)GFF + (−Q↔ p)] ∂tRk,F

}

= lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddp

(2π)d
∂̂

∂t

{
1

2
Tr [GBBBBB ] − 1

2
Tr [GBBABB(−Q)GBBABB(p)]

+ Tr [GFFAFF (−Q)GFFAFF (p)]
}

(B.7)
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Im letzten Schritt haben wir die Wirkung der̂∂
∂t

Ableitung ausgenützt, um den Ausdruck

weiter zu vereinfachen (Definition siehe Anhang A). Für unsere Trunkierung gilt nämlich

∂̂

∂t
GFF = −GFF ∂tRk,F GFF

∂̂

∂t
GBB = −GBB ∂tRk,B GBB (B.8)

Ausserdem haben wir uns bei der Umformung in Gleichung B.7 die Spur–Eigenschaft der

Zyklizität zunutze gemacht.

Nach Vereinfachung der Integrale erhalten wir schliesslich

∂tZπ = −φ2
0 lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫ ddq

(2π)d
∂̂

∂t

(U ′′
k )2

GB1(q)GB2(q +Q)

− 2d/2−1Nch
2

lim
Q2→0

∂

∂Q2

∫
ddq

(2π)d
∂̂

∂t

1

GF (q)GF (q −Q)
{
Z2
ψ(1 + rF (q))(1 + rF (q −Q))q(q −Q) +

1

4
h

2
φ2

0

}
(B.9)

Nach Taylorexpansion der FunktionenGB, GF und rF bis zur OrdnungQ2 und ansch-

liessender Ausführung der Ableitung erhalten wir die in Anhang A angegebenen Schwel-

lenfunktionen. Bei diesen Rechnungen helfen die Formeln amEnde von Anhang C. Die

Winkelintegrationen lassen sich ausführen, was den Faktor

v−1
d ≡ 2d+1πd/2Γ(d/2) (B.10)

ergibt, der vielfach in den Flussgleichungen auftritt.

Wir wollen noch eine Bemerkung zu den anderen Flussgleichungen machen. Bei der Her-

leitung der Gleichungen fürh undZψ treten Ableitungen nach Grassmann-wertigen Varia-

blen auf, die in dieser Arbeit durchgängig als Linksableitungen definiert sind. Bei der Dif-

ferentiation der Matrizen nach diesen Variablen muss man darauf achten, ob man kommu-

tierende oder antikommutierende Unterblöcke differenziert, was im gegebenen Fall einen

Vorzeichenwechsel bewirkt. Der Verlauf der Rechnung ist ansonsten analog.
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C Konventionen und nützliche Formeln

In diesem Abschnitt sind einige nützliche Formeln sowie wichtige Konventionen, die in

dieser Arbeit immer wieder auftauchen, gesammelt. Besonders bei den Berechungen der

Flussgleichungen ist diese Sammlung von Nutzen.

C.1 Fouriertransformation und funktionale Ableitung

Wir definieren die Fouriertransformation wie folgt:

φ(x) =
∫ ddq

(2π)d
e−iqxφ̃(q) (C.1)

φ̃(x) =
∫
ddxeiqxφ(x) (C.2)

und die funktionalen Ableitungen im Orts- und Impulsraum lauten bei uns

δφ(x)

δφ(y)
= δ(x− y) (C.3)

δφ̃(q)

δφ̃(q′)
= (2π)d δ(q − q′) =: δ(q, q′) (C.4)

Typische Ableitungen, die in Rechnungen im Rahmen des Formalismus der exakten Re-

normierungsgruppe immer wieder auftreten, sind zum Beispiel

δφ(x)

δφ̃(q)
= e−iqx (C.5)

C.2 d–dimensionaleγ–Matrizen

Da in den praktischen Rechnungen bei den fermionischen Beiträgen zu den Flussgleichun-

genγ-Matrizen auftreten, wollen wir hier die wichtigsten Regeln zusammenstellen (vgl.

auch [18]).

Die euklidischenγ-Matrizen ind Dimensionen gehorchen folgender Antikommutationsre-

gel:

{γµ, γν} = 2δµν 1γ (C.6)

und das Analogon zuγ5 im Euklidischen ist

γ = i−d/2γ1 . . . γd (C.7)

und erfüllt

{γµ, γ} = 0 (C.8)
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Folgende Spurformeln sind wichtig

tr(1γ) = 2d/2 (C.9)

tr(γµγν) = δµν tr(1γ) (C.10)

tr(γµγ) = 0 (C.11)

tr(γ) = 0 (C.12)

tr(γµ) = 0 (C.13)

Aus den Spurformeln folgen diese Formeln, die insbesonderebei der Taylorentwicklung

und der anschliessenden Integration, wie in Anhang B erläutert, wichtig sind:

• γ2 = 1γ , γµγµ = 1γ (C.14)

• q/ 2 = q21γ , tr(q/Q/ ) = qQ tr(1γ) (C.15)

C.3 Integrale

Bei den Berechnungen der Flussgleichungen treten immer wieder Integrale von folgender

Art auf, die wir deshalb an dieser Stelle angeben wollen. Wegen der Symmetrieq → −q
gilt unter anderem:

∫
ddq

(2π)d
f(q2)qµ = 0

∫
ddq

(2π)d
f(q2)qµqν =

∫
ddq

(2π)d
f(q2)q2 δ

µν

d
∫

ddq

(2π)d
f(q2)qµqνqρqσ =

∫
ddq

(2π)d
f(q2)q4 δ

{µνδρσ}

d(d+ 2)

(C.16)

wobei gilt δ{µνδρσ} = δµνδρσ + δµρδνσ + δµσδνρ. Wichtig ist auch die Integration über die

d–dimensionale Einheitskugel, da viele der auftretenden Integrale wegen ihrer Rotations-

symmetrie sofort über den Winkeln berechnet werden können:

∫
dΩd =

2πd/2

Γ(d/2)
(C.17)
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D Software–Entwicklung

Ein Teil dieser Arbeit war es, die Entwicklung eines Software–Paketes zur Integration von

Flussgleichungen voranzutreiben. Wie in der Einleitung erwähnt, ist dies nicht nur für diese

Arbeit von Interesse. Der Inhalt des Paketes und der Stand der Entwicklung soll hier kurz

festgehalten werden, um weitere Fortschritte zu erleichtern. Der Quellcode der Program-

me kann unter lamecker@thphys.uni–heidelberg.de angefordert werden. Für die Grundla-

gen numerischer Verfahren sei auf [19] verwiesen. Die Implementierungen beruhen zum

großen Teil auf [20].

Die Code liegt in objektorientierter Form in C++ vor und setzt sich aus folgenden Haupt-

bestandteilen zusammen:

• Schwellenfunktions–Bibliothek:

Hier ist eine Klasse für die numerische Integration der Schwellenfunktionen im-

plementiert. Der User muss die Integranden der Schwellenfunktionen definieren.

Die Integration erfolgt nach einer adaptiven Romberg Methode. Für unsere Zwecke

sind dort bereits nicht–triviale Ableitungen nach Argumentenδ undw der Schwel-

lenfunktionen implementiert, die man zum Beispiel für diehalb–implizite Bader–

Deuflhard–Methode benötigt.

• ODE–Integrator–Bibliothek:

Sie besteht zur Zeit aus vier Verfahren zur Integration von gewöhnlichen Differen-

tialgleichungen mit adaptiver Schrittweitenanpassung: ein Runge–Kutta–Cashkarp

Verfahren 5. Ordnung, ein Runge–Kutta–Fehlberg Verfahren5.Ordnung, ein Burlisch–

Stoer Extrapolationsverfahren und eine halb–implizite Methode nach Bader und Deufl-

hard.

• Numerik–Bibliothek:

Hier sind numerische Hilfsfunktionen aller Art abgelegt. Die wichtigsten sind eine

Funktion zur multidimensionalen Minimumssuche, polynomiale und rationale In-

terpolationsroutinen, eine least–squares–spline Routine für beliebig viele aneinan-

dergesetzte Polynome, die an den Knotenpunkten beliebig viele stetige Ableitungen

besitzen (sie wird in dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren verwendet) und

Routinen zur Lösung von linearen Gleichungsystemen.

Alle Bibliotheken sind leicht in eigene Codes integrierbarund einfach für eigene Zwecke

zu erweitern. Details können der Dokumentation entnommenwerden.
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